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Einleitung

Mars war schon vor Jahrtausenden ein Gegenstand der Faszination
fiir das damals noch eng verwachsene siamesische Zwillingspaar der
Astronomie und Astrologie. Unsere heutige Vorstellung vom «Roten
Planeten» ist die eines in mancher Hinsicht recht erddhnlichen Plane-
ten, dessen Oberflache und diinne Atmosphére von ubiquitdrem Staub
gepragt sind.

Nicht nur wahrend der zum Teil planetenumspannenden Staubstiir-
me, sondern auch in ruhigen Jahreszeiten ist die Atmosphére nie wirk-
lich klar, sondern enthilt stets eine gewisse Menge an Staub. Dieser
Staub hat einerseits die Tendenz, zur Oberflache zu sinken, wird ande-
rerseits aber von vertikalen und vor allem turbulenten Bewegungen in
der Atmosphére teils daran gehindert, teils umso rascher nach unten
verfrachtet. Atmosphérische Turbulenz tritt vor allem in der Planeta-
ren Grenzschicht der Marsatmosphére auf, die typischerweise etwa die
untersten 5km der Atmosphéire umfafit, in denen tagsiiber Konvekti-
on herrscht. Dir vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der numeri-
schen Modellierung dieser Planetaren Grenzschicht und der Auswir-
kung der dort herrschenden Turbulenz auf das Sedimentationsverhal-
ten des Staubes.

In Kapitel 1 werden einige wichtige Aspekte des sehr breit-
gefacherten Themas «Mars» angesprochen. Die Kapitel 2 und 3 liefern
notwendiges Riistzeug aus der Thermodynamik und der Theorie des
Strahlungstransports. Kapitel 4 gibt einen Uberblick iiber die hier be-
nutzten Turbulenzmodelle (K-e-Modell und Ahnlichkeitstheorie) und
diskutiert die Charakteristika der Planetaren Grenzschicht. Das in den
Modellrechnungen gebrauchte numerische Schema ist Gegenstand von
Kapitel 5. In Kapitel 6 werden bis dahin ausgeklammerte Aspekte der
Dynamik von Staubteilchen erlautert. Die Kapitel 7 und 8 enthalten
die Ergebnisse der Modellrechnungen, sowie deren Interpretation. Ab-
schlieBend werden die wichtigsten Ergebnisse in Kapitel 9 zusammen-
gefalt.
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Kapitel 1

Mars

1.1 Allgemeines

Mars, der aullere Nachbarplante der Erde, ist dieser in mancher Hin-
sicht dhnlicher als sidmtliche anderen Planeten unseres Sonnensy-
stems. Zwar kommt die Venus unserem Heimatplaneten in Masse und
Radius (wesentlich) nédher, doch sind damit die Parallelen bereits weit-
gehend erschopft, wiahrend Mars einen dhnlich langen Tag wie die Er-
de, Jahreszeiten, Polkappen und eine Oberflache hat, die zumindest an
den drei Stellen, wo sie von nahem aufgenommen wurde, manchen ari-
den Landschaften auf der Erde sehr dhnlich sieht.

In Tabelle 1.1 sind einige Parameter von Mars und Erde im Ver-
gleich dargestellt. Mars ist ungefahr halb so grof3 wie die Erde; seine
Oberflachenschwerkraft betragt ca. ein Drittel des irdischen Wertes.
Wihrend das Marsjahr knapp zwei irdische Jahre dauert, ist der Tag
dort fast genau so kurz wie hier, die Abweichung betragt lediglich 3 %
(40 min). Da die Achsneigung des Mars, also die Neigung der Spin- zur
Bahndrehimpulsachse, etwa 25° betragt (fiir die Erde knapp 24°), tre-
ten dort Jahreszeiten auf, die den hiesigen in Auspragung und relativer
Dauer vergleichbar sind.

Diese Ahnlichkeit zwischen den beiden Nachbarplaneten fordert bei
kithnen Geistern schon lange Phantasie und Spekulationsdrang her-
aus, welche die verschiedensten Friichte getragen haben, von guter Li-
teratur tiber weniger gute Biicher und schlechte Hollywood-Filme bis
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Grofe Mars Erde Einheit
Allgemeine Parameter
Masse 0.6419 5.9736 [10** kg]
Mittlerer Radius 3390 6371 [km]
Mittlere Dichte 3933 5520 [kg/m?®]
Fallbeschleunigung 3.69 9.78 [m/s?]
Fluchtgeschwindigkeit 5.03 11.19 [km/s]
Bond-Albedo 0.16 0.385
Solarkonstante 595 1380 [W/m?]
Mittlere Oberflachentemperatur 216.6 247.3 [K]
Hohenunterschiede 36 20 [km]
Bahnparameter
GroBe Halbachse 227.9 149.6  [10° km]
Siderische Umlaufzeit 686.980 365.256 [d]
Synodische Umlaufzeit 779.94 — [d]
Perihelabstand 206.6 147.1 [10° km]
Aphelabstand 249.2 152.1 [10° km]
Exzentrizitat 0.0934 0.0167
Siderische Rotationszeit 24.6230 23.9345 [h]
Achsneigung 25219 23:45

Tabelle 1.1: Einige Parameter fiir Mars und Erde im Vergleich. [Quellen: Kieffer et al.
(1992); Mars Fact Sheet (n.d.)]

hin zu periodisch wiederkehrenden Berichten von angeblichen Bakte-
rienfunden in vom Mars stammenden Meteoriten.

Die wissenschaftlichen Erkenntnisse iiber den Mars bis kurz vor der
Pathfinder-Mission sind in der 1500-seitigen Monographie von Kief-
fer et al. (1992) dargestellt oder zitiert. Sie griinden sich neben der
jahrhundertelangen erdgebundenen astronomischen Beobachtung auf
die Mef3daten von amerikanischen und sowjetischen Sonden. Nachdem
Mariner 9 im Jahr 1972 eine Vielzahl von Daten und Bildern aus ei-
ner Umlaufbahn um den Planeten tbermittelte, die das Verstiandnis
vom Mars in vieler Hinsicht revolutionierten, sendeten die Viking-
Landemodule 1976-1982 Bilder von der Marsoberflache und insbeson-
dere meteorologische Daten, die (bei einigen Liicken) einen Zeitraum
von mehr als drei Marsjahren umfassen. In Tabelle 1.2 sind die areogra-
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phischen! Koordinaten der Landeplitze der drei irdischen Marssonden
aufgelistet. Die Hohe ist relativ zu einem Referenzellipsoid («Aroid»)
gerechnet.

Sonde Breite Lange Hohe
Viking 1 2227 N 49°97TW -2km
Viking 2 47:57TN 22574 W -3 km

Mars Pathfinder 1933 N 33:55 W

Tabelle 1.2: Koordinaten der drei auf dem Mars gelandeten Raumsonden

1.2 Die Marsatmosphire

Die Atmosphére des Mars besteht zu etwa 95% aus Kohlendioxid
(COy,). Die wichtigsten weiteren Konstituenten sind in Tabelle 1.3 auf-
gefiihrt; sie konnen in mancher Hinsicht als Spurengase bezeichnet
werden, zumal Argon als monoatomares Gas, sowie Stickstoff und Sau-
erstoff, die sich aus symmetrischen Molekiilen zusammensetzen, im In-
fraroten nur wenige Absorptionslinien besitzen, was CO» zum einzigen
nennenswerten Absorber von Warmestrahlung in der klaren Marsat-
mosphére macht.

Aufgrund der niedrigen Fluchtgeschwindigkeit (und anderer we-
sentlich komplizierterer Faktoren, siehe z. B. Chamberlain und Hun-
ten, 1987) betragt der Oberflaichendruck nur einige Millibar. Weitere
Eckdaten der Marsatmosphére sind in Tabelle 1.4 aufgefiihrt. Die Ska-
lenhéhe H = RT'/(ug) ist trotz der geringen Schwerkraft der irdischen
(ca. 8km) vergleichbar, da die mittlere Temperatur 7" auf dem Mars
niedriger und die Molmasse i der Atmosphére hoher ist als auf der Er-
de. Die Tagesschwankungen der Temperatur liegen weit iiber dem irdi-
schen Wert selbst in kontinentalen Gebieten. Das liegt, abgesehen vom

1Viele von den Geowissenschaften geprigte Begriffe enthalten das griechische Wort v
— Erde. In der Wissenschaft vom Mars wird die Vorsilbe geo- gerne durch areo- ersetzt,
was vom griechischen Namen des Mars — "Apno — abgeleitet ist. Allerdings wird diese
Regel nicht immer angewandt und die geostrophische Geschwindigkeit (Abschnitt 4.2)
beispielsweise behilt ihren geozentrischen Namen auch auf anderen Planeten.
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Molekiil | Volumenanteil [%]
CO, 95.32

N, 2.7

Ar 1.6

O, 0.13

CO 0.07

H>O 0.03

Tabelle 1.3: Mittlere Zusammensetzung der Marsatmosphéare in Volumenprozent. Die ge-
samte CO2-Menge in der Atmosphére schwankt im Lauf des Jahres um ca. 20 %. [Nach
Kieffer et al. (1992)]

fehlenden Wasser (das durch Verdunsten und Kondensieren eine Ther-
mostatwirkung hat, sowie durch Wolkenbildung die Strahlungsbilanz
massiv veriandert), auch daran, dal} der Treibhauseffekt in der Marsat-
mosphére wesentlich kleiner ist als im Fall der Erde — und dies ob-
wohl die Saulendichte von CO, etwa 28 mal hoher ist. Der Grund liegt
zum einen wiederum im geringen atmosphéarischen Gehalt am Haupt-
treibhausgas H>O, zum anderen in der schwacheren Druckverbreite-
rung der Absorptionslinien aufgrund des geringen Oberflichendrucks
von etwa 6 mbar. Sie fiihrt dazu, da3 die opaken Bereiche des 15um-
Bandes von CO; letzten Endes trotz hoher Sattigung in den Linienker-

nen nur einen kleinen Anteil des Bandes iiberdecken (vgl. Abbildung
3.2 in Kapitel 3).

Wie die Erde besitzt auch der Mars Polkappen, allerdings mit einem
wichtigen Unterschied: wahrend sie auf unserem Planeten aus Wasser-
eis, also einem Nebenbestandteil der Atmosphére bestehen, werden die
Kappen auf dem Mars vor allem aus CO,-Eis («Trockeneis») gebildet,
also dem atmosphérischen Hauptbestandteil. Da wihrend des Som-
mers einer Hemisphére die jeweilige Polkappe teilweise oder ganz sub-
limiert, um sich im Winter neu zu bilden, ergibt sich ein Jahreszyklus
mit betrachtlichen Druckschwankungen (circa 30 %), die dadurch ver-
ursacht werden, daf} bis zu einem Drittel der Atmosphére zeitweise in
den Polkappen gebunden wird und im Laufe eines Jahres zwischen den
beiden Hemisphéren hin und her wandert.
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Grofle Wert
Oberflachendruck 560 Pa
Atmosphérische Saulendichte 150 kg/m?
Masse der Atmosphire 21.7-10'° kg
Gebundene CO>-Menge:
Nordpolarkappe 3.5-10' kg
Siidpolarkappe 8.1-10"° kg
Skalenhohe 11.1km
Adiabatischer Temperaturgradient 4.5 K/km
Atmosphérische optische Dicke 0.1...10
Mittlere Molmasse 43.43-10"% kg
Mittlere Temperatur ~ 210K
Taglicher Temperaturbereich
(Vikingl) 184...242K
Windgeschwindigkeiten
an den Viking-Landepléatzen 2...7m/s (Sommer)
5...10m/s (Herbst)
17...30m/s  (in Staubstiirmen)

Tabelle 1.4: Einige Parameter der Marsatmosphéire im Jahresmittel. [Quellen: Kieffer
et al. (1992); Mars Fact Sheet (n.d.)]

1.2.1 Die Planetare Grenzschicht

Der Mars besitzt wie die Erde eine sogenannte Planetare Grenzschicht,
in der tagsiiber turbulente Konvektion herrscht (vgl. Abbildung 4.1).
Wegen der stiarkeren Temperaturschwankungen und der diinneren At-
mosphére wird diese turbulent durchmischte Schicht in der Marsatmo-
sphére hoher als in der irdischen und erreicht typische Hohen von vier,
unter extremen Bedingungen sogar bis zu zehn Kilometer.

Die Planetare Grenzschicht wurde von Savijarvi (1991; 1995) und
von Haberle et al. (1993) und Zent et al. (1993) mit in Anlehnung an
die Erdatmosphéare entwickelten Modellen erfolgreich modelliert. Die-
se Modelle, an die sich auch das in dieser Arbeit verwendete K-s-Modell
anlehnt, sind eindimensional, das heif3t sie beriicksichtigen ausschlief3-
lich Abhéngigkeiten der meteorologischen und turbulenten GréB3en von
der Zeit t und von der Hohe z iiber groflen, einigermallen homoge-
nen Ebenen und die Modelle sollten selbst dort, wo diese Bedingung
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nicht allzu schwerwiegend verletzt ist, eine gewisse qualitative Aussa-
gekraft behalten. Eine weitere Bedingung ist die Abwesenheit von Zy-
klonen und anderen drastischen Wetterphidnomenen, da diese starke
horizontale Inhomogenitiaten hervorrufen. Wie Viking-Beobachtungen
(Barnes, 1980) und Modellrechnungen (Barnes, 1984; Pollack et al.,
1990) zeigen, ist dies auf Mars in mittleren Breiten im Friihjahr und
Sommer der Fall.

Ein wichtiger Unterschied der vorliegenden Arbeit zu den genann-
ten Modellen ist die andere Wahl des Turbulenzmodells. Das hier be-
nutzte K-¢-Modell besitzt weniger angepalite Parameter als das in den
erwahnten Arbeiten verwendete Mellor-Yamada-Modell (Mellor und
Yamada, 1982), was fiir die Anwendung auf unbekanntem Terrain eine
wiinschenswerte Eigenschaft ist.

1.3 Bahnbewegung

De Exzentrizitat ¢ der Marsbahn ist mit 0.0934 relativ grof3, was dazu
fithrt, daB3 Perihelabstand rpe; = a(1—¢) und Aphelabstand ra, = a(1+<)
von der Sonne sich merklich voneinander und von der grof3en Halb-
achse a der Bahn unterscheiden. Noch deutlicher ist der Unterschied
in der Sonneneinstrahlung, denn die Solar-«<Konstante» im Perihel,
Sper =S4 /(1—€)?, ist um etwa 45% héher als diejenige im Aphel,
Sap =54 /(1+¢)?; im Fall der Erde betrigt diese Differenz etwa 7 %.

Da die Rotationsachse des Mars um «a =25719 gegen die Norma-
le der Marsbahn geneigt ist, besitzt Mars ausgepragte Jahreszeiten.
Dabei schwankt « iiber lange Zeitraume zwischen 13° und 42°, was
zu betrachtlichen Klimavariationen gefiihrt haben dirfte (Ward, 1974;
Ward, 1979).

Die marsianischen Jahreszeiten sind auf den beiden Hemisphéren
recht unterschiedlich ausgeprigt, was weniger mit einer gewissen
Nord-Siid-Asymmetrie zusammenhéngt, als vielmehr mit den eingangs
erwahnten Variationen in der Sonneneinstrahlung aufgrund der Ex-
zentrizitdt der Marsbahn. Da die noérdliche Wintersonnwende in der
Zeit der Sonnennédhe erfolgt — etwa dreiflig Tage nach dem Perihel-
durchgang — sind die Sitidsommer heiller, aber auch kiirzer als die
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Nordsommer, wiahrend die Winter auf der Nordhalbkugel milder und
kiirzer sind als die der Siidhemisphére.

Die Jahreszeiten auf Mars werden traditionell durch die areozentri-
sche Linge der Sonne Lg, also die beziiglich des marsianischen Him-
melsidquators und Friihlingspunkts bestimmte Rektaszension der Son-
ne ausgedriickt. Ly = 0° entspricht somit dem Zeitpunkt der (nordlichen)
Friihjahrs-Tagundnachtgleiche, Ly = 90° der Sommersonnwende, und so
weiter, siehe auch Tabelle 1.5.

t[sol] Ls  Konstellation
0 0° Friihlingsdquinoktium
150 70°  Aphel
195 90° Sommersonnwende
370 180° Herbstaquinoktium
485 250° Perihel
515 270° Wintersonnwende

Tabelle 1.5: Ungefdhrer Jahresablauf auf Mars; ¢ ist die Zeit nach der Friihjahrs-
Tagundnachtgleiche, Ls die areozentrische Linge der Sonne. Ein Sol ist ein mittlerer
Marstag von 24 (irdischen) Stunden und 39 Minuten. Das Marsjahr ist 669.6 sol lang

Eine Tabelle und eine Graphik zur Umrechnung zwischen Ls und
der Mittleren Anomalie M =Q-(t—tp) des Mars auf seiner Bahn fin-
det man bei Kieffer et al. (1992); dabei ist 2 die siderische Winkel-
frequenz des Sonnenumlaufs und tp der Zeitpunkt eines Periheldurch-
gangs. Kennt man M, so kann man den Abstand r ; des Mars von der
Sonne mit der Formel

2
roo= a[l—ecosM—%(cosQM—l) (1.1)

3

2122
berechnen, siche Moulton (1970). Entsprechend ergibt sich fiir die wah-
re Anomalie v (den heliozentrischen Bahnwinkel vom Perihel)

(3cos3M —3cos M) —]

3
v=M+2esin M + Z&:QSinQM—I— i—2(13$in3M—3SinM) +.... (1.2

Fir die in dieser Arbeit vorgestellten Rechnungen zur Planetaren
Grenzschicht des Mars ist Gleichung (1.1) wichtig, da sie es erlaubt,
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die Sonneneinstrahlung S -a?/r? als Funktion der Jahreszeit L, zu
berechnen.

1.4 Atmosphirischer Staub

Das dullere Erscheinungsbild der Marsoberfldche, wie es die drei dort
gelandeten Kameras (von Viking 1, 2 und Pathfinder) zeigen, ist das
einer dem Auge wenig Abwechslung bietenden Stein- und Staubwiiste.
Der Staub ist global und permanent priasent? und steht in interessan-
ter Wechselwirkung mit der Atmosphaére, die er einerseits als Aerosol
durch Absorption von Sonnenstrahlung in hoheren Schichten heizt und
in tieferen abkiihlt (wie dies auch in irdischen Staubstiirmen gemessen
wurde, siehe Golitsyn, 1992), und die ihn andererseits verweht, ver-
wirbelt, an einer Stelle aufnimmt und an anderer wieder ablagert. Am
beeindruckendsten manifestiert sich dieses Wechselspiel im Phanomen
der planetenumspannenden Staubstiirme, die in vielen Stidsommern
auftreten.

Fir die Entstehung der (in der Mehrzahl der Félle nur lokalen)
Staubstiirme gibt es einige Theorien (siehe etwa Gierasch, 1974; Zu-
rek, 1982). Gesichert ist, dal Staub nur bei recht hohen Reibungs-
geschwindigkeiten u, (siehe Abschnitt 4.2) und damit hohen Windge-
schwindigkeiten vom atmosphérischen Gas aufgewirbelt werden kann
(Iversen et al., 1976). Ab u. =1.5m/s — das entspricht einer Windge-
schwindigkeit von 20-30m/s in 1.6 m Hohe iiber dem Boden, was von
den Viking-Landefdhren als Spitzengeschwindigkeit von Béen auch in
etwa gemessen wurde — setzen sich Teilchen der optimalen Grof3e
von etwa 100 um in Bewegung. Zwar fliegen sie aufgrund ihrer Grof3e
nur ein paar Meter weit, doch gewinnen sie dabei geniigend kineti-
sche Energie, um beim Aufprall auf die Oberflache kleinere Teilchen zu
mobilisieren. Auf diese Weise werden letztlich die Teilchen im Bereich
von 1-10 pm, die wahrend groB3er Staubstiirme in den ganzen untersten
30km der Atmosphére beobachtet werden, in diese eingespeist, obwohl

2Colburn et al. (1989) zufolge betrug die optische Tiefe der Atmosphire iiber den
Viking-Landepldtzen immer einige Zehntel. (Thorpe, 1977) schlie3t aus Orbiterbeobach-
tungen, dal} dies fiir den GroBteil der Oberfldche typisch ist.
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ihre Mobilisierungsschwelle bei u, >4 m/s liegt, einem Wert, der prak-
tisch nie erreicht wird.

1.4.1 Eigenschaften des Staubes

Obwohl iber die chemische Zusammensetzung des Staubes auf Mars
noch keine volle Klarheit herrscht — als erfolgversprechendster Kan-
didat wird derzeit Palagonit gehandelt, eine Klasse von amorphen
Eisen-Silikaten — gibt es einige Modelle fiir die Gro3enverteilung der
Staubpartikel und ihre optischen Eigenschaften, die zu vergleichba-
ren Aussagen kommen. Pollack et al. (1977; 1979) leiten aus Viking-
Beobachtungen fiir die Teilchengrofle die Parameter fiir eine modifi-
zierte «Gamma-Verteilung»

dN 4
— =c¢-re Wi (1.3)
dr
ab, deren Maximum ry, bei r, ~ 0.4 um liegt, wédhrend der «effektive»
Teilchenradius — der querschnittsgewichtete mittlere Radius —

a =~ 2.5 pm betragt. Dabei bezeichnet N = N (r) die Zahl der Teilchen mit
einem Radius kleiner als r.

Interessanterweise scheint sich die Grof3enverteilung im Laufe der
Zeit kaum zu verdndern, obwohl die grof3eren Staubteilchen viel schnel-
ler absinken sollten als die kleinen.

Chassefiere et al. (1995) leiten aus den Phobos-2-Daten dariiber hin-
aus sogar die Hohenverteilung fiir die Staubparameter ab, verwenden
aber einen einfacheren Ansatz fiir die Groflenverteilung,

dN 1 .
W :c.rb_3e_ab (14)

mit b =0.25. In den Hohenprofilen liegt a um 1-2 ym, nimmt dabei aber
nach oben hin ab, da groBere Teilchen rascher sedimentieren und somit
selten in groBleren Hohen vorzufinden sind.

Abbildung 1.1 zeigt die GroBenverteilung nach Chassefiere et al.
(1995) und Pollack et al. (1979) im Vergleich. Die Kurven deuten an,
daf} die von Pollack et al. (1977) vor allem in der Staubsturm-Saison
gemessenen Teilchen grofler sind, als die von Chassefiéere et al. (1995)
wahrend der ruhigen Jahreszeit, und somit doch eine Verschiebung hin
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zu kleineren Teilchen erfolgt. Die mit r2 gewichtete Verteilung gibt ei-
ne bessere Vorstellung von den optischen Eigenschaften des Staubes,
vgl. Abschnitt 8.3.

Chassefiére Chassefiére
10 ' ' ' 3 10°F ' ' : 3
1072 - 10724 .

= 5 g

ke = _

2 10 4 - NTZf 10744 §
1076 . 10761 -
1078 . . . . . . 1078 . / . . . .

10° 104 103 102 10! 1® 100 12 10° 104 103 102 10! 1® 100 12
r (] r [y
Pollack Pollack
1° ' ' ] 10°F ' ' 3
1072 . 10721 -

o g 5

5.4 4

2 10 - % 10744 §
106 - 1061 .
1078 . . . . . . 1078 . . . . . .

10° 104 103 102 10! 1® 100 17 10° 104 103 102 10! 1® 100 102
r[u] r [y

Abbildung 1.1: GréBenverteilungen des Aerosols in der Marsatmosphére nach Chasse-
fiere et al. (1995) [oben] und Pollack et al. (1979) [unten]. Links jeweils die differentielle
Verteilungsfunktion, rechts die mit 72 gewichtete differentielle Verteilungsfunktion.

Wiederum aus den Viking-Beobachtungen wurden von Ockert-Bell
et al. (1997) die optischen Eigenschaften des Mars-Aerosols im Wel-
lenldngenintervall [210 nm, 4 150 nm| abgeleitet, wie sie in Abbildung 1.2
gezeigt sind.

Qext *=Oext/0geom bezeichnet die Extinktionseffizienz, also das
Verhaltnis von Extinktionsquerschnitt (optischem Wechselwirkungs-
querschnitt) zu geometrischem Querschnitt. Die Einfachstreualbedo
a und der Symmetriefaktor g werden in Abschnitt 3.3 eingefiihrt.
n=n,+in; ist der komplexe Brechungsindex des Teilchenmaterials.
Diese optischen Eigenschaften liegen der Berechnung der optischen
Heizungsraten in der Atmosphére und an der Oberflache zugrunde, wie



1.4 Atmosphérischer Staub 13

Einfachstreual bedo

Asymmetriefaktor
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5 0.85[
0.90 :
s 0.80
080 > 075
: 0.70f
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‘ 0.65)
. 0.60t ,
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0.60f

A [um] A [um]
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151f
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149}
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Abbildung 1.2: Optische Eigenschaften des atmosphérischen Marsstaubes nach Ockert-
Bell et al. (1997). Einfachstreualbedo a, Asymmetriefaktor g, Extinktionseffizienz Qext
und Brechungsindex n,+in; sind als Funktion der Wellenlédnge \ aufgetragen. Kreuze
(+) und Sterne (*) bezeichnen die von Ockert-Bell et al. (1997) angegebenen Datenpunkte,
die Kurven sind mit Splines interpoliert

sie in Abschnitt 3.3 diskutiert und im Computerprogramm angewandt
wurde.

1.4.2 Das Ausfallen des atmosphirischen Staubes
durch die konvektive Atmosphéare

Die vorliegende Arbeit hat die Planetare Grenzschicht des Mars und
insbesondere ihren Einfluf auf das Ausfallen des Staubes und die dabei
erfolgende Verschiebung in seiner Groflenverteilung zum Gegenstand.
Nach einem Staubsturm ist die Atmosphére bis in recht groBBe Héhen
mit feinen Staubpartikeln beladen. Dabei ist das Mischungsverhéaltnis
des Staubes (also der Bruchteil der Staubmasse an der Gesamtmasse
eines atmosphérischen Volumens) aufgrund der intensiven Durchmi-
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schung der Atmosphédre wahrend des Sturms zunéchst bis etwa 30—
50km Hohe ziemlich wenig hohenabhéngig. Im Laufe einiger Tage bis
Wochen kommt es nun zum Ausfallen der groberen Staubteilchen, wo-
durch sich die Groflenverteilung der Staubkérner dndern sollte.

Die Kenntnis der Sinkgeschwindigkeiten wg;, allein reicht dabei
nicht aus, um diese Sedimentationsdynamik zu verstehen, da die At-
mosphére nur nachts annidhernd so ruhig ist, daf die Teilchen — unge-
achtet der vorhandenen atmosphérischen Gewschwindigkeitsfluktua-
tionen — im Mittel mit der Geschwindigkeit wg,x nach unten sin-
ken. Tagsiiber hingegen mischt die starke Konvektion in der Planeta-
ren Grenzschicht den Staub sehr intensiv durcheinander und transpor-
tiert ihn auf kurzen Zeitskalen (in der Groflenordnung der Umwéalzzeit
der Planetaren Grenzschicht, die im Stundenbereich liegt) in Ober-
flachenné&he. Dort fallt ein Teil des Staubes aus, wihrend der Rest wie-
der nach oben gemischt wird. Der Staub, der die untersten Meter er-
reicht, wird bei mafBigen Windgeschwindigkeiten wirklich auf die Ober-
flache ausfallen, da in Oberflichennéhe der turbulente Diffusionskoef-
fizient K (siehe Abschnitt 4.1.2) proportional zur Hohe z iiber der Ober-
flache und somit klein ist, so daf} die turbulenten Effekte unbedeutend
werden.

In der vorliegenden Arbeit geht es ausdriicklich nicht um die Ent-
stehung oder das Abklingen von Staubstiirmen. Vielmehr wird unter-
sucht, wie das Absinken und Ausfallen von atmosphérischem Staub —
woher auch immer er kommen mag — unter ruhigen Bedingungen von
der Planetaren Grenzschicht beeinflullt wird.

Die turbulente Mischung in der Planetare Grenzschicht bewirkt der-
gestalt eine enge Ankopplung der ersten Kilometer der Atmosphére
an die Oberflache, welche die einzige Senke fiir den atmosphéarischen
Staub darstellt. Natiirlich stellt die Oberflaiche auch eine Quelle von
Staub dar, die insbesondere bei der Entstehung und im Verlauf von
Staubstiirmen aktiv ist, so dafl diese Argumentation nur solange gilt,
wie die Windgeschwindigkeiten die auf Seite 10 zitierte Schwelle fiir
das Aufwirbeln von Staub nicht erreichen. Dies ist aber die meiste Zeit
des Jahres durchaus gegeben, und einmal auf ebenem Terrain nieder-
gegangener Staub wird dort wahrscheinlich bis zum néchsten Sturm
liegenbleiben.
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In der anschlieBenden Nacht, wenn wieder ruhige und weitgehend
turbulenzfreie Bedingungen herrschen, sinkt von oben mit bescheide-
ner Geschwindigkeit Staub in die hieran stark verarmten untersten
Kilometer, wihrend die Sedimentation auf die Oberflache um ein Viel-
faches langsamer verlauft, als sie es wiahrend des Tages tat, da sie
nun praktisch keine Unterstiitzung mehr durch turbulenten Transport
erfahrt.

Kompliziert wird dieses Bild noch durch den Umstand, daf3 die Fall-
geschwindigkeit der einzelnen Teilchen nicht konstant ist, wie sie es
der Stokesschen Widerstandsformel zufolge wiare, sondern mit sinken-
dem Druck — also wachsender Hohe — stark zunimmt (siehe Abschnitt
6).

In der vorliegenden Arbeit werden das Absinken des Staubes und
das anschlieBende Ausfallen auf die Oberfliche mit Hilfe eines ein-
dimensionalen K-¢-Modells fiir die turbulente Planetare Grenzschicht
des Mars simuliert.
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Kapitel 2

Thermodynamisches

2.1 Die Potentialtemperatur

Die Temperatur vertikal bewegter Gasmassen — man denke etwa an
turbulente Durchmischung oder auf- oder absteigende atmosphérische
Stromungen an einer Steigung — &ndert sich nicht nur durch Aus-
tausch von Warme mit der Umgebung (sogenannte diabatische Hei-
zung), sondern auch durch Kompressions- und Entspannungsvorgéange.
So kiihlt ein Gaspaket beim Aufsteigen in der Marsatmosphére um et-
wa 4.5 K/km — den adiabatischen Temperaturgradienten — ab, da es
entspannt wird und dabei Arbeit gegen den Atmosphéarendruck ver-
richtet. Um diesen Teil der Energiebilanz von den physikalisch weit
interessanteren diabatischen Heiz- und Kiihleffekten besser trennen
zu konnen, wurde in der Meteorologie der Begriff der Potentialtempe-
ratur eingefiihrt. Die Potentialtemperatur 6 ist definiert als die Tempe-
ratur, die ein in der Hohe z befindliches Gaspaket hatte, wenn man es
adiabatisch vom Druck p(z) auf den Oberflachendruck ps komprimieren
wiirde.

Wenn ein atmosphérisches Volumen A eine hohere Potentialtempe-
ratur besitzt als ein Volumen B, so ware A heiller, wenn man beide
adiabatisch auf gleiche Hohe brachte. Aus diesem Grund ist der Gradi-
ent 00/0z der Potentialtemperatur ein StabilitdtsmaB: fiir 960/0z > 0 ist
die Atmosphéare thermisch stabil geschichtet, denn ein Gaspaket wird
bei einem adiabatischen Ausflug in hohere Schichten kéalter sein als

17
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seine Umgebung und somit wieder zuriicksinken. Wenn 06/9z =0 ist,
spricht man von neutraler Schichtung. Bei 06/0z < 0 schlieB8lich liegt
thermisch instabile Schichtung vor, jetzt ist das aufgestiegene Gasvo-
lumen warmer und leichter als seine Umgebung und wird somit noch
weiter nach oben beschleunigt; andere Gaspakete sinken entsprechend
immer schneller nach unten — mit einem Wort: Konvektion setzt ein.

Diese gleicht nun umgekehrt die Potentialtemperatur in der kon-
vektiv durchmischten Schicht an, da sie immer wieder Gasvolumi-
na aus verschiedenen Schichten auf ein und der selben Hohe zum
Warmeaustausch bringt. Diese Angleichung kann man sehr gut in Ab-
bildung 7.10 sehen.

Um die Potentialtemperatur zur thermodynamischen Temperatur T’
in Beziehung zu setzen, gehen wir vom Ersten Hauptsatz der Thermo-
dynamik aus, welcher in der hier benétigten Form Enthalpie H, Entro-
pie S und Molvolumen V in folgender Weise verkniipft:

dH = TdS + Vdp . (2.1)

Fir die oben genannte adiabatische Verschiebung eines atmo-
sphéarischen Volumens ist dS =0, aullerdem ist per definitionem
dH = ¢, dT und nach dem idealen Gasgesetz gilt V = RT/p.! Damit wird
der Erste Hauptsatz in unserem Fall zu

=R— . (2.2)

Integration vom Druck p zum Druck ps (also von der Temperatur T zur
Temperatur 0) fiihrt auf

0

!

/Cp(T ) dT' = Rln& : (2.3)
T’ P

T

das ist die gesuchte Umrechnungsformel zwischen 7" und 6.

l1Wie in der physikalischen Chemie iiblich, bezeichnen wir hier die molare
Wiarmekapazitdt mit ¢, und die universelle Gaskonstante mit R; die entsprechenden
massebezogenen GroBen versehen wir mit einer Tilde: &, :=cp/u, R:=R/u, wobei p die
Molmasse bezeichnet.
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Fir die Erdatmosphére ist ¢, ~ 29.10J/(MolK) anndhernd kon-
stant liber den meteorologisch bedeutsamen Temperaturbereich. In
diesem Fall 14Bt sich (2.5) sofort integrieren und man erhéalt in
Ubereinstimmung mit der Poissonschen Gleichung fiir adiabatische

Prozesse
R

0(z) = T(z) - ( Ds )a : (2.4)

p(2)

was in manchen Meteorologiebiichern sogar als Definition der Potenti-
altemperatur angefiihrt wird.

Fiir die numerische Anwendung ist eine differentielle Form von (2.3)
praktischer, die man leicht erhélt, wenn man (2.3) ableitet und die hy-
drostatische Beziehung RdInp= — ¢/T dz verwendet:

&,(0)dInd — &,(T)dInT = % . (2.5)

Die Potentialtemperatur hangt eng mit der Entropie zusammen, wie
die leicht herzuleitende Beziehung

¢y(0) dInf = dS (2.6)

zeigt. Wenn nun mit der Volumenheizungsrate ¢ diabatisch geheizt
wird (etwa ¢= divF mit dem Strahlungsflul F), so ist T'dS/dt=qu/o
und damit

. dlnf ¢

¢p(6) T (2.7)
oder

a 06 q

— = — : 2.8

dt Té,(0)o (2.8)

Diesem diabatischen Heizungsterm werden wir in (4.36¢) wiederbegeg-
nen, wo allerdings zuséatzlich noch ein turbulenter Transportterm auf-
taucht.

Die differentielle Beziehung (2.5) 148t sich auch in der Form

&HOTdS  dT g

& (Modz  dz &) (2.9)
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schreiben, aus der sich in Oberflichennédhe ein eingdngigerer Zusam-
menhang zwischen 7" und 8 herstellen 146t. Fiir 6—T <« T folgt ndmlich

g dI' g
und hieraus
0(z)=T(z)+Tz. (2.11)

Das Hohenprofil der Potentialtemperatur ist also gleich dem der ther-
modynamischen Temperatur zuziiglich eines linearen Profils mit dem
adiabatischen Temperaturgradienten I' := g/é,. Abbildung 7.10 in Kapi-
tel 7 zeigt, da3 der Giiltigkeitsbereich von (2.11) erstaunlich grof} ist
und mindestens die untersten ~ 6 km der Marsatmosphére umfaft.

Um auf dem numerischen Gitter mit den Niveaus z; Temperatur
T; und Potentialtemperatur f; ineinander transformieren zu konnen,
integrieren wir (2.5) von z;_1 bis z; =z;_1 + dz:

géz 0; . T;
T, ~ Cp(f;_1)In . &p(Ti—1)In T (2.12)
was die konkreten Transformationsformeln
~ ; 6z
& (T, 1) In 7 2
0, =6, ;e e lfi_y) (2.13)
und
ép(6;_1)1n efil + 72:;
EP(T' l)

‘T3 (2.14)

Ti=Ti-1-€

liefert, mit denen man sukzessive von der Oberflache aus (wo die Rand-
bedingung T = 65 gilt) nach oben rechnet. Wenn ein nicht-iAquidistantes
Gitter benutzt wird (vgl. Abschnitt 5.2), ist in (2.13) und (2.14) jeweils
0z durch z;_%(SC zu ersetzen.

Da der Zwischenwert 6;_, erst a posteriori gemaf3 §;_1 := (6;—1 +
6;)/2 berechnet werden kann, aber in der rechten Seite von (2.13) schon
verwendet wird, mul} der einzelne Schritt 8,_; — 8; zwei- bis dreimal
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iteriert werden; entsprechendes gilt fiir (2.14). Von allen Iterationen,
die im numerischen Programm enthalten sind, ist die hier genannte mit
Abstand die am wenigsten problematische (vgl. etwa Abschnitt 5.5.1),
was damit zusammenhéngt, daf} ¢, eine gemiBigte Funktion der Tem-
peratur ist (vgl. den folgenden Abschnitt 2.2).

2.2 Die Temperaturabhiangigkeit der
Warmekapazitat

Wihrend c,, die Warmekapazitét bei konstantem Druck, in den unte-
ren Schichten der Erdatmosphére nahezu konstant ist, dndert sie sich
unter marsianischen Bedingungen um fast 20 % (vgl. Abbildung 2.1).
Dieser Umstand findet in der Literatur zur Marsatmosphére praktisch
keine Erwdhnung, und manche Modelle der Plaetaren Grenzschicht des
Mars (z. B. Haberle et al., 1993; Savijarvi, 1995) arbeiten ausdriicklich
mit der Definition (2.4), was sich vermutlich damit erklaren 1a83t, daf3
sie aus Modellen fiir die Erdatmosphére hervorgegangen sind, in der ¢,
nur minimal variiert.

Die Marsatmosphére besteht vor allem aus Kohlendioxid, Stickstoff
und Argon (vgl. Tabelle 1.3). Die exakte Zusammensetzung schwankt
dabei liber das Jahr um einige Prozent, da wechselnde Mengen CO- im
«Eis» der Polarkappen gebunden werden (vgl. Abschnitt 1.2). Wir legen
in diesem Kapitel eine mittlere Zusammensetzung von 95.49 % CO,,
2.91% N, (hier wurden O, und CO dazugezahlt, da sie sehr dhnliche
Warmekapazitat haben) und 1.60% Ar zugrunde, was eine mittlere
Molekiilmasse von p = 43.48-1073 kg /Mol ergibt. In Tabelle 2.1 sind die
Rotations- und Schwingungstemperaturen 7%, Tvi, von COs, N5 und
O, angegeben.? Man sieht, daB die Grundschwingung von N eine sehr
hohe Anregungstemperatur besitzt, was der Grund fiir die oben ge-
nannte Konstanz der Warmekapazitat der Erdatmosphére ist.

Aus den Werten von T, und Ty, lassen sich die Warmekapazitaten

2Die Schwingungstemperatur fiir einen Oszillator der Kreisfrequenz w ist durch
kT, :— hw definiert, das heif3t die Energie des Oszillators im Zustand der Schwingungs-
quantenzahl n betragt E.;, =kTyi,(n+1/2). Die Rotationstemperatur ist so definiert,
daf} ein Rotator der Drehimpulsquantenzahl [ die Energie E;ot = kTrotl(l+1) besitzt.
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Molekiil | Trot g Tyin g

COq 0.57K 2 961K 2
1924 K 1
3379K 1

Ar — —

N2 2.92K 2 3352K 2

(O ) 2.11K 2 2238K 2

CO 2.82K 2 3080.7K 2

Tabelle 2.1: Rotationstemperatur T;o¢ und Schwingungstemperatur 7'}, mit ihrem jewei-
ligen statistischen Gewicht g fiir die wichtigsten Molekiile der Marsatmosphére [Nach
Lechner, 1992]

o

TIKl | &gl | o

120 | 674.02 | 1.40 (T) =3 aT, (%)
140 | 684.27 | 1.39 = 90 [K]

160 | 698.99 | 1.38 (2.15)
180 717.16 | 1.36 (120K < T < 300K)

200 | 73754 | 1.35 a0 = 753.254 , a1 = 88.037
220 | 759.06 | 1.34 as= 5510, as= -2.946
240 | 780.93 | 1.32 aa= 0431, as= 0.036
260 | 802.62 | 1.31 a6 = -0035, ar= 0.009
280 | 823.81 | 1.30 as = -0.001, ag= 0.000
300 | 844.30 | 1.29

Tabelle 2.2: Spezifische Warmekapazitiat c, der Marsatmosphére. (a) Werte von
Warmekapazitit é, = ¢p/p und Adiabatenkoeffizient v =c,/cy in Abhéingigkeit von der
Temperatur; (b) Cebysév-Koeffizienten fiir é,(T). Die Werte basieren auf der univer-
sellen Gaskonstanten R=8.31439J/(MolK) und der mittleren Molmasse p=43.48 -
10~3 kg/Mol

cp gemalh
Cp = Ctrans + Crot + Cyib + R (216)

mit

Ctrans = =R (2.17)
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Abbildung 2.1: Warmekapazitidt der Marsatmosphére geméaf} (2.22)
Crot = RZ o (fir T>> Thor) (2.18)
rot — A Grot,i rot .
(2
2 Tyib,s
Toib i e~ T
e = B gws(Tp) A @19)
| )

als Funktion der Temperatur berechnen. Das Ergebnis fiir die mittle-
re Zusammensetzung der Marsatmosphére ist in Abbildung 2.1 gezeigt
und auch in Tabelle 2.2a aufgelistet. Um die berechnete Funktion ¢, (7T’)
in numerisch effektiver Weise bereitzustellen, habe ich sie auf dem In-
tervall [120 K, 300 K] nach Cebysév3-Polynomen T, (z) entwickelt; die
Koeffizienten sind in Tabelle 2.2b angegeben. Bricht man die Entwick-

3Um fiir die annahernd richtige Aussprache des oftmals arg verunstalteten Namens
des grof3en Mathematikers I1. JI. YeOnmués eine Lanze zu brechen — die phonetisch rich-
tige deutsche Transkription des Namens wére ,Tschebysch6v’ — sei hier eine Anekdote
von unklarem Wahrheitsgehalt kolportiert:

Ein russischer Doktorand stellte bei der Disputation seine Arbeit iiber «Le-
ben und Werk von P. L. Tschébyschev» vor. Im Anschluf3 an seinen Vortrag
bekam er nur eine einzige, vernichtende Frage gestellt: «<Welcher Zusam-
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lung nach den ersten paar Termen ab, so erhilt man folgende Poly-
nomnédherungen (in SI-Einheiten):

&p(T) = 752.340.946-(T—210) 4 9, -6.9 (2.20)
&p(T) = 748+ 0.98-(T—-210) + 1.4-1073-(T—210)*
+195-3.6 (2.21)
&p(T) = T747.7+1.076-(T—210)+ 1.36-1073-(T—210)?
—1.62-107°-(T—210)3 + 995-0.55 (2.22)

mit —1 <¥; < 1. Die jahreszeitliche Variation in der Zusammensetzung
fiihrt auf eine Schwankung der Warmekapazitéat von etwa 1J/(kg K) in

Cpo

menhang besteht zwischen dem genannten Tschébyschev und dem grof3en
Petersburger Mathematiker P. L. Tschebysch6v?»



Kapitel 3

Strahlung

3.1 Die Planckfunktion

Die spezifische Strahlungsintensitat B, dv = B) d\ eines Schwarzen
Korpers im Frequenzintervall dv berechnet sich nach Planck zu

2h V3
ekT —1
2 2
By, = he (3.2)

he ’
A2 (e ETX — 1)

wobei h=6.626176 - 1073*Js das Plancksche Wirkungsquantum,
c=2.99792458 - 108m/s die Vakuumlichtgeschwindigkeit und
k=1.380662-10723 J/K die Boltzmannkonstante bezeichnet.

Obwohl die reale Emission eines Objekts natiirlich noch von seinen
spektralen Eigenschaften abhingt, gibt die Planckkurve (3.1) doch ei-
ne gute Vorstellung davon, in welchem Frequenzbereich sie iiberhaupt
erfolgt.

Die Energiebilanz der Marsatmosphéare wird vom auf sie einfal-
lenden Sonnenlicht bestimmt. Dieses wird an der Planetenoberfldche
und an atmosphérischen Staubteilchen teilweise absorbiert, was zur
Erwarmung der Absorbenten fiihrt. Die dergestalt eingespeiste ther-
mische Energie wird entweder in Form von Warmestrahlung wieder

25
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abgestrahlt, durch Warmeleitung an den Boden abgegeben oder kon-
vektiv in hohere Atmosphéarenschichten transportiert. Letztlich ist die
Infrarotemission der einzig effektive Weg, Energie wieder ins All ab-
zugeben, so daf} auf lange Sicht genau so viel Energie im Infraroten
abgestrahlt wird, wie im Optischen absorbiert wurde.

Abbildung 3.1 illustriert, wie die vom Mars absorbierte Sonnen-
strahlung spektral umverteilt wird. Hier ist v B, iiber In v aufgetragen,
so daf} Flachen unter den Kurven als direktes Ma@} fiir die Strahlungs-
intensitat interpretiert werden konnen. Die stark unterschiedlichen
mittleren Temperaturen von Sonne und Mars fithren dazu, daf sich die
beiden Frequenzbereiche praktisch nicht iiberlappen: Man kann sich
demnach im Sichtbaren Licht ganz auf die Extinktion (also Streuung
und Absorption) des Sonnenlichts durch Atmosphéire und Oberflache
des Mars beschranken, wahrend im Infraroten Atmosphére und Ober-
flache die einzigen Quellen sind, und die Sonne keine Rolle mehr spielt.

Die Maxima der durch (3.1) und (3.2) gegebenen Planckkurven fal-
len nicht zusammen; fiir 7'=5700 K nimmt B, sein Maximum bei et-
wa A =524nm an, B, das seine aber bei A =895 nm, was bereits im in-
fraroten Spektralbereich liegt. In diesem Sinn ist die haufig gemachte
Behauptung, die Sonne wiirde im gelben Bereich des Spektrums am
meisten Licht emittieren, haltlos und 148t sich nur damit erklaren, daf3
in manchen Kreisen der Wellenldnge als spektraler Variable in recht
kritikloser Weise der Vorzug vor der Frequenz gegeben wird.

3.2 Strahlungstransport im Infraroten -
Emissivitéit

Wahrend im vorliegenden Abschnitt die optische «Tiefe» 7 von der
Oberflache nach oben gerechnet wird (also 7(z=0) = 0, 7(z—00) =
Tgesamt > 0), findet in Abschnitt 3.3 eine andere Definition Verwen-
dung, bei der (wie auch in der Theorie der Sternatmosphéaren {iblich,
wo es keine wohldefinierte Oberflache gibt) 7 von oben nach unten ge-
rechnet wird (7(z—00) =0, 7(2=0) = Tgesamt). Dies mag verwirrend sein,
wenn Formeln aus den beiden Abschnitten verglichen werden, scheint
mir aber den jeweiligen Problemstellungen am besten angemessen zu
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Abbildung 3.1: Die Planckfunktion v B, (in willkiirlicher Normierung) als Funktion von
Frequenz v oder Wellenldnge A fiir Sonnen- (durchgezogene Linie) und Marstemperatur
(gestrichelt). In der gewihlten halblogarithmischen Auftragung sind die beiden Kurven
kongruent zueinander. [Nach Goody und Yung (1989, Fig. 12.17)]

sein: Wenn die Rede wie im vorliegenden Abschnitt im wesentlichen
vom infraroten Strahlungstransport ist, so ist der natiirliche Ausgangs-
punkt der Betrachtung die Oberflache, von der die Strahlung ins All
entweicht. Im Fall der Streuung von Licht in der aerosolbefrachteten
Atmosphéare hingegen (Abschnitt 3.3) sitzt die Sonne als dominante
Strahlungsquelle bei z ~ co und ich fande es irritierend, die Extinktion
der direkten Einstrahlung mit e™/|#el anstatt e~7/|#o| zu beschreiben.

Der infrarote Strahlungstransport in der Marsatmosphére wird vor
allem vom atmosphérischen CO,; und, weniger stark, vom Staub be-
stimmt. Von den Absorptionsbidndern des Kohlendioxids spielt fast nur
das 15um-Band eine Rolle, das gerade in dem Wellenldngenbereich
liegt, in dem die thermische Emission bei 7'~ 210 K maximal ist; das
nachstschwichere Absorptionsband liegt bei 4.3 yum und somit bereits
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weit im Fliigel der Planckkurve (siehe Abbildung 3.1). Das 15um-Band
wird durch den Ubergang zwischen zwei Rotationszustinden des CO,-
Molekiils im ersten Schwingungszustand verursacht und ist sehr kom-
plex strukturiert, wie in den Abbildungen 3.2 und 3.3 zu sehen ist.
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Abbildung 3.2: Absorption von Infrarotstrahlung durch CO: in Erd- und Marsatmo-
sphére nach Daten aus der HITRAN-Datenbank (Rothman et al., 1992). Die Graphiken
sind nur qualitativ richtig, da die Hohenabhéngigkeit der Linienprofile nur sehr grob
berticksichtigt wurde

Die Gleichung fiir den Strahlungstransport in einer ebenen, eindi-
mensionalen! Atmosphére lautet

I,
COS’l9d = _kV-Il/ + kySy 9 (3-3)
dz
wobei 9 der Winkel der Strahlrichtung gegen die z-Richtung ist, I, die

spektrale Strahlungsintensitit in dieser Richtung (Energiestromdichte

IEindimensional heiBt hier, daB 81, /0z = 81, /8y = 0 fiir alle Strahlrichtungen (9, ©)
gilt



3.2 Strahlungstransport im IR 29

105 Erde
1041 _
- 102 i
1072 ‘ ‘ ‘
14.0 145 15.0 155 16.0
Wellenlange\ [um]
105 Mars
1041 _
- 102, i
< il i
1072 ‘ ‘ |
14.0 145 15.0 155 16.0

Wellenlange\ [um]

Abbildung 3.3: Wie Abbildung 3.2, aber fiir die totale optische Dicke

pro Raumwinkel und Frequenzintervall), k£, der Volumenabsorptions-
koeffizient (inverse freie Weglédnge der Photonen) und k&, S, die Volu-
mengquellfunktion (emittierte Leistung pro Volumen, Raumwinkel und
Frequenzintervall). Wenn wir die optische Tiefe 7, einfiihren,

z

Ty = 1 (2) = / k(z)d, dh k= % : (3.4)
+0
und die Abkiirzung
p = cost (3.5)
benutzen, konnen wir (3.3) in der Form
I,
ud— = -1, + 85, |, (3.6)
dr

schreiben. Der Kiirze halber lassen wir bei 7 den Index v weg, was
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nichts daran &dndert, daf3 die optische Tiefe im allgemeinen stark fre-
quenzabhéngig ist.

Gleichung (3.6) 148t sich (mit Hilfe der Greenschen Funktion oder
durch Bestimmen einer Partikuldrlosung) in Integralform tberfiihren;
fiir Abstrahlung nach oben, >0, ergibt sich

=7 /
/S(r d—_S,,Se u+/S udi, (3.7)
T 7
fiir Einstrahlung von oben, 4<0 hingegen
e T'—7 !
I(r) = / SV(T')e‘W%'. (3.8)

In beiden Fillen kann man der atmosphéarischen Schicht zwischen 7
und 7’ (bzw. zwischen z und z') eine Richtungs-Transmissivitit D,
gemal

|7',I/—Tv|

D,(zz;pu) = e THl (3.9)

zuordnen, die angibt, wieviel von der bei 7' in Richtung p emittierten
Strahlung bei 7 noch ankommt.

Wenn die Quellfunktion S, isotrop ist — das ist der Fall, wenn
keine Streuung stattfindet, sondern vollstidndige Absorption und Ther-
malisierung der Strahlungsenergie im Verein mit hierzu unkorrelier-
ter thermischer Emission — kann man iber die obere und untere He-
misphére getrennt integrieren und erhéilt (mit Hilfe der Substitution
x =1/ cos?) fiir den AufwiirtsfluB F*

Fl = / I, cos ¥ dw (3.10)
(2m)T
7 e~ 7% o « e—(‘r—‘r'):l:
= 215, —dz + 277/5,,(7')/72@ (3.11)
Zz z
1 0 1

T

= 27 SysFEs3(1) + QW/SV(T') Es(r—7")dr’ (3.12)
0
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= 27(8,5=5,(0)) Bs(r) + 78, (7)

—QW/Eg(T—T')dSV(T') (3.13)

und fiir den Abwartsflufy F+

F} o= / I, cos ¥ dw (3.14)
(2m)t

Too ooe (T'—T)m

~ _on / S, (7 / (3.15)
T 1

= —27T/S ) Ex(t' —71) d7’ (3.16)

= 27 SV,OOE3(TOO— T) — 7S, (7T)
—277/E3(7"—7') ds,(r') . (3.17)

T

Dabei bezeichnet S, s die Quellfunktion der Oberfléche, S, o, die Quell-
funktion im Unendlichen; letztere ist niitzlich, wenn man einen hoch-
gelegenen Teil der Atmosphére nicht detailliert mitrechnen will, dieser
aber eine nicht vernachlassigbare optische Dicke hat. Man beachte, daf3
F* nach der Definition (3.14) negativ ist.

E,(-) bezeichnet hier die Exponentialintegrale,

< e~ %t ® e—t
1 4

fir die unter anderem die Rekursionsformel
dE,(z)
dz

gilt (siehe Abramowitz und Stegun, 1984). Auch (3.13) und (3.17) bein-
halten eine Transmissivitat, namlich

= (2 (3.19)

D, (2, 2) = 2 B5(|7. —7|) (3.20)
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Um konkret den Strahlungstransport durch atmosphéarische Gase
(insbesondere CO-) im Infraroten zu behandeln, nehmen wir jetzt loka-
les thermodynamisches Gleichgewicht in dem Sinne an, daf3 die optisch
aktiven Freiheitsgrade der Gasmolekiile (also Schwingung und Rotati-
on) geniigend stark aneinander und an ihre thermische Bewegung ge-
koppelt sind, so daB3 man alle durch eine Temperatur 7'(z, t) beschreiben
kann.? AuBerdem schlieBen wir Streuung aus (die im Infraroten auch

wirklich keine grof3e Rolle spielt) und finden unter diesen Annahmen,
dafB

Sy (9, ¢;2) = B,(2) . (3.21)

Das bedeutet, daf} S, ist isotrop und gleich der lokalen Planckfunktion
B, aus (3.1) ist.
Wenn wir nun die iiber ein Frequenzband Av integrierten Gro3en

F .= /IJ¢ dv , B(z) ::W/B,/(TZ) dv . (3.22)
Av Av

einfiithren, konnen wir zur Parametrisierung des sehr komplexen
Strahlungstransports im gesamten Band (der sich z.B. in den Lini-
enkernen und im Fliigel auf vollkommen verschiedenen Langenskalen
abspielt) in Analogie zu (3.20) zwei Transmissivitaten Dg, D,p fiir das
Frequenzintervall Av einfiihren:

/ D,(z,2")B,(T) dv
Av

Dg(z,2';T) = (3.23)
/B,,(T) dv
Av
/Dy(z,z') (dd?}) dv
Dup(z,2;T) = —2¢ iz : (3.24)
[ ()
Ay

2Das ist dann der Fall, wenn die Besetzungszahlen der einzelnen Energieniveaus einer
Boltzmannverteilung mit der Temperatur 7" gentigen.
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wobei D,(z,z') durch (3.20) gegeben ist. D und D,p repréasentieren
also Frequenzmittel der stark frequenzabhangigen Funktion D, (sie-
he Abbildungen 3.2 und 3.3) mit dem Gewicht B, beziehungsweise
dB, /dT. Der Unterschied zwischen den beiden Gewichtsfunktionen ist
in Abbildung 3.4 gezeigt; oft kann man in erster Naherung D, ~ Dp
setzen, da die Gewichtsfunktionen einen dhnlichen Verlauf haben. Eine
ausfiihrliche Diskussion der Transmissivitaten, ausgedriickt allerdings
in Form der Emissivitditen

e(z,2;T) = 1-Dg(z,2";T) (3.25)
e*(2,2';T) := 1— Dyp(z,2";T) (3.26)

findet man bei Rodgers (1967).
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Abbildung 3.4: Die Funktionen vB, und v dB, /dT in jeweils willkiirlicher Normierung
fiir die Temperatur T =210 K

Mit den Transmissivitdten Dg, Dsp konnen wir dhnlich den Glei-
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chungen (3.12) und (3.16)

F'(z) = B DB(O,Z;TS)—l-/B(z') dDgyp(z', 2;T.r) (3.27)
+0
FJ’ = /B(z')dDdB(z',z;Tz') (3.28)
schreiben.

Mit partieller Integration nehmen (3.27) und (3.28) die Form
F'(z) = ByDg(0,2;T,) — B(0) Dg(0, z; Tp)
+B(z) (3.29)

z
—/DdB(z',z;Tzl)dB(z')
+0

F¥(z2) = By Dp(z,00;Ts)
—B(z) (3.30)

—/DdB(zI,Z;Tz')dB(ZI),

an, welche die Notation Dy, D, verstiandlich werden 1463t.

In dieser Formulierung sind es die Transmissivitidten Dg und Dyp,
welche die ganzen Details der Struktur des Absorptionsbandes enthal-
ten. Fiir die Marsatmosphére wurde eine Parametrisierung der Trans-
missivitdten durch Temperatur-, Druck- und Dichteprofil von Hourdin
(1992) angegeben, die durch Vergleich mit linienauflosenden Rechnun-
gen («line-by-line calculations») optimiert wurde. Zur Berechnung der
Transmissivitidten werden in einem Zwischenschritt gemaf

Z/

u(z,2') = /wl(T)gdz” (3.31)

z
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Zl

up(z,2') = /’wg(T)deZ” (3.32)
Po

(3.33)

die HilfsgroBBen wu, up berechnet («gewichtete Absorbermengen»
— w1 (T), we(T) sind Gewichte, die vom Temperaturverlauf 7'(z)
abhédngen), aus denen sich dann durch Padé-Interpolation die Trans-
missivitiaten Dg, D,p berechnen.

Zur Verbesserung der Genauigkeit wird dabei das 15um-Band
von CO,; in drei Teile geteilt, ndmlich den Kernbereich v €
[14.2 pm, 15.7 pm] und die beiden Fliigelintervalle v € [11.6 pm, 14.2 pm]U
[15.7 pm, 20.0 pm)].

Diese Hourdinsche Parametrisierung liegt dem Teil meines numeri-
schen Modells zugrunde, der den Strahlungstransport im Infraroten be-
handelt. In der Arbeit von Hourdin sind alle notigen Schritte — bis auf
die Diskretisierung — detailliert beschrieben, und nur an einer Stel-
le ist erhohte Alarmbereitschaft angezeigt: die Einheiten in (3.31) und
(3.31) sind cgs-Einheiten, wiahrend sonst in dem ganzen Artikel konse-
quent das SI verwandt wird (Hourdin, private Mitteilung).

3.3 Strahlungstransport im Optischen -
die /-Eddington-Naherung

Wie in Abschnitt 3.1 angemerkt wurde, besteht der Strahlungstrans-
port im sichtbaren Licht praktisch ausschliellich aus Extinktion (also
Streuung und Absorption) von einfallendem Sonnenlicht durch Aeroso-
le der Marsatmosphére und durch die Oberflache des Mars. Spatestens
seit den klassischen Arbeiten von Gierasch und Goody (1968; 1972) ist
bekannt, daf} die Heizung des atmosphéarischen Staubs durch das Son-
nenlicht einen entscheidenden Einfluf} auf die thermische Struktur der
Marsatmosphére hat.

Das Problem, das sich fiir mein K-c-Modell stellt, ist nicht die
vollstandige Bestimmung des Strahlungsfeldes in den verschiede-
nen Atmosphéarenschichten, sondern lediglich die Berechnung der
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Heizungsraten in der Atmosphére und an der Oberfliche aufgrund
der solaren Einstrahlung. Grundséatzlich gibt es eine Vielzahl von
Naherungsmethoden zur Loésung der Strahlungstransportgleichung
fiir die gegebene Fragestellung, das Spektrum reicht von simpler
Einfachstreuung iiber Zweistromverfahren (siehe etwa Meador und
Weaver, 1980) bis hin zu Vielstromverfahren (Chandrasekhar, 1950;
Stamnes und Swanson, 1981) und doubling-and-adding-Algorithmen
(vgl. Hansen, 1969; Hansen und Travis, 1974). Die erste der genann-
ten Methoden, bei der die Mehrfachstreuung in der Atmosphére ver-
nachléassigt wird, ist fiir den Mars nur unter sehr speziellen Bedingun-
gen eine gute Ndherung, da seine Atmosphaére selbst unter ruhigen Be-
dingungen eine optische Dicke von 7 2> 0.2 hat. Meist ist 7 noch deutlich
hoher (so war beispielsweise 7~ 0.5 wahrend der Pathfinder-Mission)
und insbesondere wenn das Sonnenlicht schrag einfillt, spielt Mehr-
fachstreuung eine wichtige Rolle. Die aufwendigen Vielstromverfahren
und die doubling-and-adding-Methoden erlauben es, das Strahlungs-
feld im Prinzip beliebig genau zu berechnen (vorausgesetzt natiirlich,
dafl die optischen Eigenschaften der Aerosole hinreichend genau be-
kannt sind, was oft nicht der Fall ist). Diese Modelle sind «zu gut» und
vor allem zu aufwendig, um sie fiir die recht grobe Frage nach den Hei-
zungsraten einzusetzen. Als guter Mittelweg haben sich sogenannte
Zweistrommodelle erwiesen, zu denen, wenn nicht in seiner Grundi-
dee, so doch von der Struktur der zu lésenden Gleichungen her, auch
das von mir verwandte d-Eddington-Verfahren zahlt.

3.3.1 Das Strahlungstransportproblem

Das Strahlungstransportproblem stellt sich hier in folgender Weise dar.

Die Gleichung

I
—,ud— =—I+J (3.34)
dr

fiir den Strahlungstransport ist fiir die (schriag) von oben beleuchte-
te Atmosphére zu 16sen, wobei keine eigenstiandige Emission, sondern
nur Streuung und Absorption des Lichts erfolgt. Hier wurde wieder der
Buchstabe p:= cos fiir den Kosinus des Zenitwinkels eingefiihrt, und
die Indizes v wurden der Kiirze halber bei der Intensitat I, der Quell-
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funktion J und der optischen Tiefe = weggelassen. Wie friiher schon
angemerkt wurde, wird die optische Tiefe

(o0}

T = / kdZ (3.35)

2=z

jetzt, anders als in Abschnitt 3.2, von oben nach unten gerechnet, was
den Vorzeichenunterschied von (3.34) im Vergleich zu (3.6) erklart.

Die Heizungsrate ergibt sich aus der Divergenz des Strahlungsfluf3-
vektors F,

h, :=divF = —/ ‘ZI” dws = 4nk(I, — J,) , (3.36)
S
wobei p
I:= / g (3.37)
47

die mittlere Intensitdat bezeichnet (dw ist das Raumwinkelelement) und
J analog definiert ist.
Die Streuung an einem Aerosolteilchen wird durch

dw'

Ar

I =a [ Pl 1w) (3.38)
beschrieben, wobei a die sogenannte FEinfachstreualbedo («single-
scattering albedo») und P(u,¢; ', ') die Phasenfunktion bezeichnet,

die gemal

/ P dw =1 (3.39)

4

auf 47 normiert ist. Wir machen die fiir den Marsstaub verniinftige
Annahme, daf} die Teilchen anndhernd zufillig ausgerichtet sind (in
der Erdatmosphére weichen vor allem flache Eiskristalle von dieser
Isotropie ab, was sich zum Beispiel im Phinomen der Nebensonne
aullert, aber in der Energetik keine Rolle spielt) und betrachten die
Phasenfunktion als tiber alle moglichen Teilchenorientierungen gemit-
telt. Dann konnen wir

P(u,p;pt',¢") = P(cos ©) (3.40)
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schreiben, wobei O einfach der Winkel zwischen den Richtungsvektoren
eu’(p und. ep/’(pl iSt,

cos © = pp' — /1—p2/1—p'2 cos(p—¢') . (3.41)

SchlieBlich fiihren wir den Asymmetriefaktor g ein,

g = /P(G)) cos O dw ) (3.42)
47

der fiir reine Vorwartsstreuung den Wert +1, fiir isotrope Streuung den
Wert 0 und fiir reine Riickwartsstreuung den Wert —1 annimmt, und
fiir den die durchaus nichttriviale Beziehung

dw
/NP(;MO; W@ =g (3.43)

gilt.

Nun spalten wir die Gesamtintensitit I,.s auf in die direkte Inten-
sitdt I, — also die ohne Richtungsénderung von der Sonne einfallende
Strahlung — und die diffuse Intensitdt I qigys). Die Hohenabhéngigkeit
von [ ist offensichtlich

I (1) = Fo 6(p—po)d(p—pe)e” /10! (3.44)

wenn puq den Kosinus der Zenitdistanz und ¢ den Azimut der Sonne
bezeichnen. Im folgenden sollte man stets im Gedéachtnis behalten, daf3
ie negativ ist; dies wird in der Literatur zum Teil anders gehandhabt,
was zu unterschiedlichen Vorzeichen in manchen Formeln fiihrt. Ich
werde von nun an den Index «diffus)> weglassen, mit I, F', und so fort
also nur den diffusen Anteil des Strahlungsfeldes bezeichnen.

Damit nimmt die Strahlungstransportgleichung (3.34) die Form

!

dI dw Fo _.
—p—— =1+ a/P(u,so; o) I(W') = + aP (i, ¢; o, o) 7€~ 7/ Mol
dr 4T 47
(3.45)
an.
3.3.2 Die Eddington-Niaherung
Die Eddington-Ndherung besteht nun darin, den Ansatz
- 3
I(z;p,p) =1(z) + —F(z)u (3.46)

47
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fiir die Winkelabhédngigkeit des diffusen Strahlungsfeldes in (3.45) ein-
zusetzen, den man als die ersten zwei Terme einer Entwicklung von
I nach Kugelflachenfunktionen betrachten kann. Der Faktor 3/(4n)
kommt dabei aus Normierungsgriinden ins Spiel, wenn man den Net-
tofluf3 F' in der Form

F = /I,udw (3.47)
definiert.

Integration von (3.45) iber den vollen Raumwinkel («Bilden des
nullten Moments beziiglich des Winkels») liefert

dF

- =4n(l-a)l —afo |, (3.48)

wobei fo (1) := Fge~7/Itol gesetzt wurde.

Multipliziert man (3.45) mit x4 und integriert dann iiber den vollen
Raumwinkel («Bilden des ersten Moments beziiglich des Winkels»), so
erhalt man

dl
/,LLQE dw = (1—ag)F — agfope - (3.49)
Aus dem Ansatz (3.46) folgt nun sofort
dl dI 47 dI
22— = 222 = —
/,u o dw /,u o dw 3 77 (3.50)
und somit
A dI

Die beiden Gleichungen (3.48), (3.51) definieren die Eddington-
Ndherung fir das Strahlungsfeld. Sie stellen ein lineares Differen-
tialgleichungssystem fiir die Funktionen I(7), F(r) dar. Oft ist es
praktischer, statt der mittleren Intensitdt I und dem Nettoflul F
Aufwirtsflu FT und Abwirtsflul F+ als Variable zu verwenden, de-
ren Zusammenhang mit I und F durch

_ F
FT = /I,udw:7d+§ (3.52)

p>0
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- F
Ft o= / Indw=—=nl+ 3 (3.53)
n<0
beziehungsweise
_ FT — F4
- o (3.54)
27

F = F'+F* (3.55)

gegeben ist. Man beachte, daB F*¥ nach der Definition (3.53) im allge-
meinen negativ (da nach unten gerichtet) ist. Auch hier findet man in
der Literatur (beispielsweise in den Lehrbiichern von Goody und Yung,
1989, oder Liou, 1992) oft andere Definitionen, was wiederum zu ver-

schiedenen Vorzeichen in gewissen Formeln fiihrt. Transformiert man
(3.48), (3.51) auf die neuen Variablen F'¥, so erhidlt man

dF? 7—a(4+3g) .+ 1-a(4-3g) | 2+39u0

_dT — —4 ' — —4 FY — (Lf@ —4 (356)
dF+ 1—a(4—-3g) 7—a(4+3g9) 2—-3gu

2T = T et U PETOI) ) © _

dr 4 4 afom—y—» 35D

also ein lineares Differentialgleichungssystem der Form

d (F' no o\ (F 3
- _ — afs . (3.58)
T F“L —")/2 —"}/1 F“L 1—’73

N 7
~

M

Auf die gleiche Struktur fiihren auch Zweistrommodelle (z. B. das von
Sagan und Pollack, 1967) und noch weitere Typen von Strahlungstrans-
portndherungen, was von Meador und Weaver (1980) ausfiihrlich dis-
kutiert wird.

Wenn wir annehmen, dal3 die optischen Eigenschaften des Aerosols
unabhéingig von der Hohe sind, stellt (3.56), (3.57) ein inhomogenes
Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten dar. Dessen
allgemeine Losung folgt aus den Eigenwerten k; » und -vektoren e; 5
der Matrix M, welche sich wie folgt darstellen

ki = i\/’)’%")’% = ++/3[a2g — a(g+1) + 1] (3.59)
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V2
€12 = ( ) ; (360)
k1,2 -N
und lautet
FT
( ) == Clelek” + 02e2€k2T
FY

aFy (73<ﬁ—%) —72(1-73)

el OB —7/lrol (3.61)
1 _ 2.2 € {3.
Wy 7273+(1—73)(u+al+71)>

woraus sich der diffuse und der totale Nettoflufl zu

Fam = F'4+F' = Ci(ki—(m—72))e" " + Caka—(11—72))e""
P o (71 =72) (1-273)
+a ® T 2+ B

2 Y172
Fiot = Flainm) +F@N@€_T/|“®| , (8.63)

e~ T/lbol (3.62)

ergeben. Die Integrationskonstanten bestimmt man aus den zwei
Randbedingungen, daf3

FY(r=0)=0, (3.64)

also keine diffuse Einstrahlung am oberen Rand der Atmosphére er-
folgt, und

F'(r,) = A|=F*(r)+ Foluole /"] , (3.65)

d. h. die aufwartsgerichtete Strahlung an der Oberflache von der Streu-
ung von diffusem und direktem Abwartsflull an der Oberfldche mit der
Albedo A herriihrt.

Die hier abgeleiteten Formeln fiir FT und F+ stimmen nur in be-
stimmten Grenzfillen mit den von (Liou, 1992, Abschn. 3.3) angegebe-
nen Losungen iiberein; die Kontrollrechnung zeigt, daf3 im Zweifelsfall
Lious Losung falsch ist, oder auf von ihm nicht genannten Zusatzan-
nahmen griindet.
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3.3.3 Die /-Eddington-Niaherung

Atmospharische Aerosole streuen Licht oft bevorzugt in einen schma-
len Winkelbereich um die Vorwartsrichtung (vgl. Abbildung 3.5) Ein
solches Verhalten wird mit der Eddington-Ndherung nur sehr schlecht
erfaflt, da schon der Ansatz (3.46) scharfe Biindelung des gestreuten
Lichts ausschlief3t. Eine wesentliche Verbesserung kann man im gege-
benen Fall aber dadurch erreichen, dall man das innerhalb eines ge-
wissen Kegels nach vorne gestreute Licht so behandelt, als ware es
iiberhaupt nicht gestreut worden sondern gehorte einfach noch zum di-
rekt einfallenden Lichtbiindel. Der Rest des gestreuten Lichtes wird
dann wiederum mit der Eddington-Nadherung beschrieben, so dal3 die
Gleichungen aus dem vorigen Abschnitt immer noch gelten und ledig-
lich die GroBen 7, a, g umskaliert werden.

f04 T T T | T T T T T 1T 1T 77T

——— Cloud Droplet
——— Aerosol

N —— ]
10 Molecule

> > >
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Phase Function, P(®)
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Abbildung 3.5: Phasenfunktion verschiedener (irdischer) atmosphérischer Beimengun-
gen nach Liou (1992) (links) und Phasenfunktion von marsianischem Aerosol nach Pol-
lack (1982) (rechts)
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Wenn p den Anteil am gestreuten Licht bezeichnet, der solcherart
fiir nicht gestreut erklart wird, und k= —dr/dz wieder fiir den Volu-
menextinktionskoeffizienten steht, so miissen die neuen Koeffizienten
a’' und k' die Beziehung

a'k' = (1-p)ak ; (3.66)

erfiillen, da ja nur noch der Bruchteil (1—p) des gestreuten Lichtes
dem Volumenstreukoeffizienten kgi.ew = ak zugeschrieben wird. Die Ge-
samtabsorption dndert sich nicht; sie wird durch den Volumenabsorp-
tionskoeffizienten k,,s = (1—a)k beschrieben, fiir den demnach

(1—-a")k' = (1—a)k (3.67)

gilt.
AulBlerdem soll der gesamte Asymmetriefaktor zur Ersatzphasen-
funktion 3

Prrsatz (c0s @) = p-2§(cos©®—17) + (1—p)P’'(cos O) (3.68)

Vorwartsstreuung diffuse Streuung

gleich dem urspriinglichen Asymmetriefaktor g sein:
p+(l-pg'=g. (3.69)

Aus (3.66), (3.67), (3.69) folgen die Ahnlichkeitsbeziehungen fiir die
0-Eddington-Naherung:

" = 71(1—pa)
a = a 1=p
- (3.70)
N
Fir die sehr populidre Henyey-Greenstein-Phasenfunktion

1—g°? >

Py.g.(cos®) = SE = (214+1)g' P,(cos ©) (3.71)
(1-2gcos©+g?)2 =5

3Die Notation «1~ » ist eine lasche Schreibweise fiir den linksseitigen Grenzwert gegen
1.
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ist die optimale Wahl von p durch
p=g>  (fiir g>0) (3.72)

gegeben (Goody und Yung, 1989, Abschnitt 8.4.4), die ich auch fiir die
Computermodelle verwandt habe.



Kapitel 4

Turbulenz

Big whorls have little whorls,

Which feed on their velocity;

And little whorls have lesser whorls,
And so on to viscosity

(in the molecular sense).

Lewis Fry Richardson (1922)

Eine umfassende Theorie der hydrodynamischen Turbulenz ist auch
tiber hundert Jahre nach dem Aufstellen der Navier-Stokes-Gleichung,
von der sie letztlich groftenteils beschrieben wird, nicht in Sicht. Dies
liegt vor allem an deren Nichtlinearitat, die Ursache fiir eine Fiille von
verschiedensten Phdnomenen ist, welche sich nicht wie in einer linea-
ren Theorie in einige wenige Grundtypen zerlegen lassen. Nichtsdesto-
trotz gibt es inzwischen fiir die einzelnen Bereiche, in denen Turbulenz
auftritt, umfangreiche Theorien, die oft geniigend nahe an experimen-
tellen Daten aufgebaut wurden, um im Zweifelsfall ungeachtet ihrer
nicht immer iiberzeugenden theoretischen Basis fiir konkrete Anwen-
dungen geeignet zu sein. Einen plastischen Begriff vom Umfang des
angehauften Wissens bietet das zweibéndige Werk von Monin und Ya-
glom (1973). Konkret auf atmosphérische Anwendungen beziehen sich
beispielsweise die Biicher von Panofsky und Dutton (1984), Stull (1988)
und Tennekes und Lumley (1972).

45
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4.1 Die Navier-Stokes-Gleichung

Die Navier-Stokes-Gleichung beschreibt die Entwicklung eines Ge-
schwindigkeitsfeldes u(x, t) unter dem EinfluB} eines Druckfeldes p und
einer Volumenkraft F=pa. Sie lautet (unter gewissen vereinfachenden
Annahmen, vgl. Landau und Lifschitz, 1991)
1
%—ltl + (ugrad)u = ——gradp+ a + vAu. (4.1)
0
Dabei bezeichnet ¢ die Dichte und v = /g die kinematische Viskositdt
(n ware die dynamische Viskositdit).
Die zweite Formel von entscheidender Bedeutung fiir die Struktur
der unteren Atmosphaére ist die Warmeleitungsgleichung

T
Cpo (%—t +u- gradT) =div(AgradT) + ¢, (4.2)
wobei c¢,0 die Warmekapazitdt des atmosphérischen Gases pro Volu-
meneinheit ist, 7' seine thermodynamische Temperatur, A seine mole-
kulare Warmeleitfahigkeit und ¢ die Heizung pro Volumeneinheit.

4.1.1 Die Reynolds-Zahl

In der Hydrodynamik und insbesonderer in der Turbulenztheorie
taucht eine Vielzahl von dimensionslosen Parametern auf, von denen
im Zusammenhang mit turbulenter Konvektion vor allem zwei eine
Rolle spielen, ndmlich die Reynolds-Zahl Re und die Richardson-Zahl
Ri. Die Reynolds-Zahl

_ UL
T v

Re (4.3)

ist ein Maf fiir das Verhaltnis von Tragheits- zu viskosen Kréften, also
der linken Seite der Navier-Stokes-Gleichung (4.1) zum letzten Term
auf der rechten Seite. Dabei stellt U eine charakteristische Geschwin-
digkeit des Systems dar, L eine charakteristische Lange. Wenn Re einen
kritischen Wert von typischerweise einigen 1000 tiberschreitet, setzt
Turbulenz ein, das heif}t, es koppeln sich einzelne Wirbel voneinander
ab, deren Dynamik in erster Linie von ihrer Tragheit bestimmt ist, und
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die sich gegenseitig zu immer kleineren Wirbeln zermahlen, bis sie bei
einer Langenskala [,;;x angelangt sind, auf der ihre kinetische Ener-
gie durch die Viskositit dissipiert wird. Man kann zeigen, dal} diese
kleinste Wirbelgrofle lyisk ~Re 2 [ ist. Fiir atmospharische Reynolds-
zahlen, die in der GréBenordnung 107 oder héoher sind,! ergeben sich
so Wirbelgrof3en von unter einem Meter, die aufgelost werden miillten,
wollte man die Navier-Stokes-Gleichung direkt numerisch l6sen. Noch
klarer wird diese Schwierigkeit, wenn man die Zahl N der Gitterpunk-
te abschatzt, die in solchen Rechnungen (die notwendigerweise dreidi-
mensional sein miissen) benotigt wiirden, was auf N ~ Re? fithrt. Das
ist fiir Re =~ 100 noch machbar, erfordert fiir Re~ 107 aber einen astro-
nomischen Rechenaufwand und kann daher in dieser Form nicht auf
atmospharische Fragestellungen angewandt werden.

Es besteht also die Notwendigkeit, die Navier-Stokes-Gleichung
(zusammen mit den anderen relevanten Gleichungen wie der Konti-
nuitiatsgleichung und der Warmeleitungsgleichung) nach einer gewis-
sen Vorschrift zu mitteln? und dergestalt Gleichungen fiir bestimmte
gemittelte Groflen zu erhalten. Dazu stellt man die Variablen u, g, p, T
in der Form

Var = Var + Var' (4.4)

durch einen mittleren Wert Var und einen fluktuierenden Var' dar, wo-
bei die Reynoldsschen Regeln

Const = Const , Var, Vary =0 (4.5)

fiir alle Variablen Var; » und Konstanten Const gelten sollen.

Das Beschleunigungsfeld a geht im fest auf der Planetenoberflache
verankerten Bezugssystem auf die Schwerkraft pg und die Coriolis-
kraft 2ux(} zuriick (¢} ist dabei der Vektor der Winkelgeschwindigkeit).
Die eigentlich auch noch zu beriicksichtigende Zentrifugalkraft ist eine
Potentialkraft und, da sie sowohl bei Schweremessungen als auch bei
der Formung des Geoids/Aroids stets prasent ist, bereits in g enthal-
ten.

IBeispielsweise ergibt sich fiir die Oberflachenschicht (vgl. Abschnitt 4.3) der Erdat-
mosphére v~ 1.5-1075 m? /s; U &~ 5m/s, L & 100 m. Damit ergibt sich Re~3-107; in der
dariiberliegenden gut durchmischten Schicht ist Re noch héher.

2Meist wiahlt man Ensemble-Mittel (und bisweilen zeitliche Mittel).
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Unter einigen durchaus nichttrivialen Annahmen lassen sich fiir ei-
ne eindimensional geschichtete Atmosphére (also bei Vernachlassigung
horizontaler Variationen) aus der Navier-Stokes-Gleichung (4.1) und
der Warmeleitungsgleichung (4.2) durch Mittelung die Gleichungen

ou o —
E = —a(w U ) + f (’U—’Ugeo) (468)
a5 o — .
a = —E(w v ) — f (u_ugeo) (46b)
5 5 g
5% = —a(w 0') + Tey(6) qdiab (4.6¢)

gewinnen. Dabei ist # die Potentialtemperatur, also eine abgewan-
delte Temperatur, in der die Expansionsarbeit pdV mit eingerechnet
ist (vgl. Abschnitt 2.1), ¢,p ist die volumenbezogene Warmekapazitat
und gq;ap die diabatische Volumenheizungsrate, also die Heizung durch
Strahlung, chemische Reaktionen und so weiter, aber ohne die mecha-
nische Arbeit pdV. Der Vektor der Windgeschwindigkeit ist durch u, v
und w definiert, wobei u fiir die Westwindkomponente steht, v fiir die
Stidwind- und w fiir die vertikale Komponente der Geschwindigkeit.

Die Terme w'u’, w'@" stellen dabei, wie aus ihrer Rolle in (4.6) er-
sichtlich ist, turbulente Transportterme dar. Es ist nicht schwer, sich
zu uberlegen, daf} die turbulente Scherspannung 7. und der turbulen-
te Warmeflull H sich in der Form

Tes = o0 wu 4.7)
H = CPQW (4.8)

schreiben lassen.
Die Grof3e

12 12 4 4112
:1 5 uP+vttw

E 2u = 5 (4.9)

heil3t turbulente kinetische Energie — genau genommen handelt es sich
um eine spezifische, also massenbezogene Energie — und ist ein direk-
tes MaB fiir die Intensitéat der Turbulenz. Multipliziert man die Navier-
Stokes-Gleichung (4.1) skalar mit der fluktuierenden Geschwindigkeit
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u’ und mittelt dann, so ergibt sich unter den gleichen Annahmen wie
oben letztlich (siehe z. B. Sorbjan, 1989)

OF 0 ——  w'p —0u —— 0v g —
= _ 7 F! _ .7 2" 7 J 9 —
5 5, + ) (wu 8z+wvaz)+9w0 €,
N g N v PN v~
T S B D
(4.10)

wobei E':=u'’/2 gesetzt wurde. Hier stehen die mit GroBbuchstaben
benannten Terme fiir den turbulenten Transport (T), die Produktion
von Turbulenz durch Geschwindigkeitsscherung (S) und thermischen
Auftrieb (B) und schliellich die viskose Dissipation (D) der Turbulenz.

Aus dem meteorologischen Sprachgebrauch hat es sich ein-
gebiirgert, Entwicklungsgleichungen vom Typ (4.6), (4.10) als progno-
stische Gleichungen zu bezeichnen, die entsprechenden Variablen w, 7,
6, E, und so weiter, als prognostische Variablen. Direkte Beziehungen
wie (4.13) im nachsten Abschnitt werden im Unterschied hierzu biswei-
len diagnostische Gleichungen genannt.

4.1.2 K-Modelle und Mischungsliange

Die Gleichungen (4.6) und (4.9) fiir die ersten Momente von u und 6
und das zweite Moment E von u enthalten auf den rechten Seiten
hohere Momente, fiir die man ihrerseits dhnliche Entwicklungsglei-
chungen ableiten kann. Diese neuen Gleichungen bringen aber ihrer-
seits noch hohere Momente ins Spiel, so dafl man es mit einer unend-
lichen Hierarchie von Differentialgleichungen zu tun hat, die man ir-
gendwo durch zuséatzliche Annahmen abbrechen muf}. Die Wahl der
Gleichungen, die man als Entwicklungsgleichungen mitnimmt, und die
Wahl der zuséatzlichen Hypothesen, mit denen man das Gleichungssy-
stem abschlief3t, fiihren ihrerseits auf eine Hierarchie von Turbulenz-
modellen.

Eine der einfachsten Parametrisierungen («Modelle erster Ord-
nung») besteht darin, dal man die turbulenten Fliisse in Analogie zur
molekularen Viskositiat und Warmeleitung tiber die mittleren Gradien-
ten parametrisiert:

wu = —-K,— (4.11)
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T —Ku@ : (4.12)
0z

Die GroBlen K,, K, werden als turbulente Diffusionskoeffizienten be-
zeichnet und miissen ihrerseits noch parametrisiert werden. Nach ih-
nen wird dieser Modelltyp K-Modell genannt. Im einfachsten Fall setzt
man K =const, was auf das sogenannte Ekman-Modell filhrt. Dieses lie-
fert allerdings nur qualitativ teilweise richtige Ergebnisse und schei-
tert am quantitativen Vergleich mit atmosphéarischen Beobachtungen.
Eine weitere Moglichkeit besteht darin, K mittels

K ~IVE. (4.13)

auf eine weitere Grofle [ zurickzufiihren, die sogenannte Mi-
schungsldange. Diese stellt in etwa das turbulente Analogon zur mittle-
ren freien Weglange bei molekularen Diffusionsprozessen dar und kann
in bodennahen Schichten als proportional zur Hohe angesetzt werden,

Il~k-z, (4.14)

wobei k=~ 0.4 eine universelle Konstante ist, die nach Tédor von
Karman benannt ist.

«Modelle zweiter Ordnung» enthalten auch prognostische Gleichun-
gen fiir die Korrelationen u/u}, u/¢’ und 6>, wihrend «Modelle dritter
Ordnung» auch noch Entwicklungsgleichungen fiir sdmtliche Dreier-
korrelationen uju; u, enthalten und ungeachtet ihrer Erfolge (als klassi-
sches Modell wire beispielsweise das von André et al., 1978, zu nennen)
sehr uniibersichtlich und auch in anderer Hinsicht zum Teil problema-
tisch sind (Moeng und Randall, 1984). Modelle wie das weiter unten zu
diskutierende K-c-Modell, in denen als einzige Zweierkorrelation die
turbulente kinetische Energie E mit einer prognostischen Gleichung
modelliert wird, stellen in dieser Nomenklatur «Modelle der Ordnung
1 % » dar.

Modelle dritter Ordnung werden vor allem bei detaillierten Frage-
stellungen nach den Zweierkorrelationen (also unter anderem den tur-
bulenten Fliissen w'u’, w'd’ und dem vollen Korrelationstensor u/u},
der turbulenten Geschwindigkeit) eingesetzt. Fiir die schlichteren me-
teorologischen Fragen sind die wesentlich einfacheren Modelle zweiter
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Ordnung oder K-¢-Modelle (siehe Abschnitt 4.4) durchaus ausreichend,;
in der Rechenzeit sind sie um einen Faktor ~100 effektiver als Modelle
dritter Ordnung (Therry und Lacarrere, 1983).

4.2 Die Planetare Grenzschicht

Hoch iiber der Planetenoberfliche wird die Bewegung der dort so ge-
nannten freien Atmosphdre im wesentlichen durch ein Gleichgewicht
zwischen horizontalem Druckgradienten und Corioliskraft bestimmt,

Lop s — g (4.15)
0 Ox
L0,y = 0, (4.16)
00y

wobei f:=2Qsin3 der sogenannte Coriolis-Parameter ist, 2 die Win-
kelfrequenz der siderischen Rotation des Planeten (2, ~7.1-107°s71)
und 3 die geographische (bzw. areographische) Breite bezeichnet. Das
sich nach (4.15), (4.16) einstellende Kréftegleichgewicht heif3t geostro-
phisches Gleichgewicht, die entsprechende Windgeschwindigkeit

B 1 dp

Ugeo - _Ea_y (417)
B 1 Jp

Ugeo = Ea_x (418)

geostrophische Geschwindigkeit.

In tieferen Schichten der Atmosphéare wird sich die Windgeschwin-
digkeit vom geostrophischen Wert an die Randbedingung u=v=0 an
der Oberfliche anpassen. Der Bereich, in dem dies geschieht, steht
in einer gewissen Analogie zur Prandtlschen Grenzschicht in anderen
Bereichen der Hydrodynamik und wird daher Planetare Grenzschicht
(planetary boundary layer, PBL) genannt. Diese Nomenklatur ist al-
lerdings etwas fragwiirdig, insbesondere in Bezug auf den Mars, wo
die Dicke der «Grenzschicht» mit bis zu knapp 10 km bereits der Ska-
lenhéhe von etwa 11 km nahe kommt. Etwas scharfer kann man die
Planetare Grenzschicht als die Schicht der Atmosphére definieren, die
im Lauf des Tages mit der Oberfliche durch turbulenten Transport
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Warme und Impuls austauscht, oder auch, phidnomenologischer, als den
Bereich der unteren Atmosphére, der einen deutlichen Tagesgang in
Windgeschwindigkeit und Temperatur zeigt.

© (11 km)

Tropopause

Free Atmosphere

Troposphere

Abbildung 4.1: Schematische Struktur der irdischen Troposphére [Aus Stull (1988)]

Abbildung 4.1 zeigt grob die Struktur der unteren Erdatmosphére.
Bis etwa 10 km Hohe nimmt die Temperatur nach oben hin ab, dieser
Bereich heil3t Troposphdre. Den untersten Kilometer der Troposphére
bildet die Planetare Grenzschicht, wahrend die dariiberliegenden 90 %
kaum Tagesvariationen zeigen und die meiste Zeit im geostrophischen
Gleichgewicht sind.

In Abbildung 4.2 ist die zeitliche Entwicklung der Planeta-
ren Grenzschicht, wiederum am Beispiel der Erde, skizziert. Nach
Sonnenaufgang wird die Oberfliche durch einfallendes Sonnenlicht
geheizt und erreicht schlieBlich eine hohere Temperatur als die
dariiberliegenden Luftschichten. Dadurch bildet dich zuné&chst in Bo-
dennihe eine konvektive, turbulent durchmischte Schicht heraus, die
rasch anwéchst und erst nachmittags bei einer Hohe von etwa 1km
stagniert. Abends beginnt die Turbulenz zu zerfallen, wahrend die At-
mosphére in eine stabile Schichtung libergeht, bis am nichsten Morgen
das Spiel von neuem beginnt.

Die Turbulenz in der Planetaren Grenzschicht speist sich aus
zwel Quellen, der Geschwindigkeitsscherung und dem Temperatur-
gradienten. Wahrend die Scherbewegung Turbulenz nur produzieren
kann (etwa tber die Kelvin-Helmholtz-Instabilitiat), kann die Tem-
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Free Atmosphere

# A\ Entrainment Zone

Height (m)

R s feemem—acm————————

Noon Sunset Midnight Sunrise Noon
s1 s2 83 S4 S5 Sé6
Local Time

Abbildung 4.2: Tagesgang der Planetaren Grenzschicht der Erde [Aus Stull (1988)]

peraturschichtung je nach Vorzeichen von 00/0z Turbulenz erzeugen
(00/0z < 0) oder dampfen (00/0z > 0), wie man dies an Gleichung (4.10)
ablesen kann. Die relative Bedeutung dieser beiden Effekte wird durch
die Richardson-Zahl?

101
Rf = L ' _ (4.20)
6 w'u! % + w'u! 8_“
0z 0z

charakterisiert, die gerade das Verhéltnis der beiden Terme B und S
in (4.10) darstellt. Sie ist gleichzeitig ein Stabilitdtsmaf in dem Sinne,
daf3 ihr Vorzeichen angibt, ob die Atmosphére thermisch stabil (Rf>0)
oder instabil (Rf<0) geschichtet ist.

3Genau genommen handelt es sich um die Fluf-Richardson-Zahl, die in vielen Mo-
dellen zur (der Messung eher zuginglichen und daher weiter verbreiteten) Gradienten-
Richardson-Zahl
00
Ri = %ﬁ (4.19)

(%)

proportional ist.
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4.3 Ahnlichkeitstheorie nach Monin und
Obuchov

Etwa im untersten Zehntel der konvektiv durchmischten Atmosphéare
weichen die Fliisse von Impuls und Warme um weniger als 10 % von
ihren Oberflaichenwerten ab. Demnach kann man sie hier in erster
Naherung als konstant betrachten, weshalb diese Schicht auch Schicht
konstanter Fliisse oder auch einfach Oberflichenschicht genannt wird.
Der Impulsflul} 7 stellt eine Scherspannung

2 —0 (4.21)
Tyz w'v!

dar, zu deren einfacherer Handhabung die sogenannte Reibungsge-
schwindigkeit u, durch

17l =toul ~ u,= §1/w’U’2 + w'v'? (4.22)
eingefiihrt wird. Der turbulente Warmefluf} ergibt sich zu
H =cpo w'f . (4.23)

Aus Dimensionsargumenten folgerten Monin und Obukhov (1954),
daf} die Schicht konstanter Fliisse nur eine einzige relevante Langen-
skala besitzt, die durch

30 3c,00
L=——2r = _"=#%7 (4.24)
kg w'e’ kgH

gegeben ist und heute Monin-Obuchov-Lange heillt. L ist wie die
Richardson-Zahl ein Stabilitdtsmalf}, das heif3t fiir L>0 ist die Atmo-
sphéare thermisch stabil geschichtet, fiir L<0 instabil. Weiter besagt die
Monin-Obuchovsche Ahnlichkeitstheorie, daBl der Zusammenhang zwi-
schen den Gradienten von Windgeschwindigkeit und Temperatur und
den Fliissen in der Form

g_z = L () (4.25)
% B _cpgi&z¢h(%) (4.26)
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durch die beiden universellen Funktionen ¢, ((), ¢n({) gegeben ist. Die-
se Funktionen, die dimensionslose Gradienten von @ und 4 darstellen,
sind so universell, daf} es in der Literatur eine Anzahl verschiedener,
einander teilweise widersprechender Parametrisierungen fiir sie gibt
(vgl. Dyer, 1974; Etling, 1987). Es scheint allerdings die beruhigen-
de Regel zu gelten, daf} sich die Ergebnisse von Modellrechnungen,
denen verschiedene Varianten der dimensionslosen Gradienten ¢y,
¢n zugrundegelegt werden, bei konsequenter Verwendung derselben
(und des zugehorigen Wertes der ebenfalls nur in Anfithrungszeichen
«universellen» Karman-Konstanten x) letzten Endes kaum unterschei-
den.

Abbildung 4.3 zeigt die Funktionen ¢,,,, zusammen mit einigen
MefB3daten.

Abbildung 4.3: Die universellen Monin-Obuchov-Funktionen ¢, /, [Aus Sorbjan (1989)]

Héufig hat die Parametrisierung der Funktionen ¢.,,, die Form
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(vgl. die Ubersicht von Etling, 1987)
( 1

— ,(<0

dm(C) = { (1=FBm)3 (4.27)
[ 14+ 7mC , (>0
( Ll 7C<0

dn(¢) = ¢ (1=05n()? . (4.28)
. ah+7h<.- 7C>O

Fiir die haufig benotigten Integrale (siehe etwa Abschnitt 5.4.1)

Xm/n(¢,70) / %/ h (4.29)

ergibt sich dann nach Paulson (1970)

lnn%—wm(o (<0
KX (Com0) = (4.30)

L e
Mo

h<1n’r]£_¢h(C)> ,<<0

0
KXn(¢,m0) = (4.31)
ah1n£+7hC , ¢>0
Tlo
mit
1 1 2 1
Ym = 21In +$+1n + —2arctanx+z, SU:(l—ﬂmC)‘11
2 2 2
1+ 2
@/)h—lnTy, y == M)
(4.32)

Den in der vorliegenden Arbeit dargestellten Ergebnissen liegt die
Parametrisierung von Dyer (1974) zugrunde, der die Werte

ﬂm =16 s Ym = 5) y (4.33)
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Bn =16, ah=1, m=>5, (4.34)
k = 0.411 (4.35)

empfiehlt.

4.4 K-c-Modelle

Das in dieser Arbeit benutzte Turbulenzmodell ist ein sogenanntes K-
e-Modell, also ein Modell, das an die K-Modelle (vgl. Abschnitt 4.1.2)
ankntuipft, zuséatzlich aber die Dissipationsrate ¢ der turbulenten ki-
netischen Energie mitfiihrt. Dieser Modelltyp, oft auch E-s-Modell ge-
nannt, wird im Ingenieursbereich héaufig angewandt, wo er unter an-
derem auf Harlow und Nakayam (1967) zuriickgeht und hat mit den
Arbeiten von Detering und Etling (1985), Duynkerke und Driedonks
(1987) und Duynkerke (1988) Einzug in die Atmosphéarenphysik gehal-
ten.

Wir lassen ab hier die Querstriche iiber gemittelten Grof3en weg, da
das Augenmerk nun ausschlieBlich auf gemittelten Werten liegt. Damit
ist das hier verwendete Modell durch die Gleichungen

ou 0 Ou
R
Ov
5 = ( ) f-(u—tugeo) (4.36D)
00 0 00 6 OF
ot &(Kf@) " Tep(0)p 8z (4.360)
OF o ( OF du [ovY 86
= = E( ) [<$)+ (E)] —51@8— —c  (4.36d)
S B
Oe 3, de g2
5% = 5( 8)+c1 (S+By) —cagz (4.36e)
gegeben, wobei sich die turbulenten Diffusionskoeffizienten K aus
2
KU:ngcuE , KE:ﬁ, KE_K“ (4.37)
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berechnen. Das Symbol B steht fiir den positiven Anteil von B,

B, B>0
B, := ’ ) 4.
+ {0, B<0 (4.38)

(Ugeo, Ugeo) 1st wieder die geostrophische Geschwindigkeit

10p _10p

Ugeo = —?% ) Ugeo = ?8_;[; R (439)

und fiir die dimensionslosen Konstanten ¢ werden nach Duynkerke
und Driedonks (1987) die Werte

c1 =144, =192, ¢, =009, op=10, o.=13  (4.40)

benutzt. F ist der Strahlungsfluf}, so dafl 0F/0z die strahlungsbedingte
Volumenheizungsrate darstellt.

In (4.36a)—(4.36¢) erkennt man unschwer die Gleichungen (4.6a)—
(4.6c) wieder. Der Unterschied zur Diskussion in Abschnitt 4.1.2 be-
steht darin, dafl nun K (z) nicht mehr in irgendeiner Weise vorgegeben,
sondern aus der turbulenten kinetischen Energie und der Dissipations-
rate ¢, die nun beide prognostische Variablen sind, gemaf} (4.37) berech-
net wird.

Der K-Ansatz

v = —Kua—“ (4.41)
0z

oy = —K,% (4.42)
0z

hat jetzt auch Eingang in (4.10) gefunden, was auf die angegebene Form
von Scherterm S und Auftriebsterm B in Gleichung (4.36d) fiihrt. Au-
Berdem wurden die turbulenten Transportterme w’E’ und w’p’ durch

I oAl
wE + 2P _ —KEB—E (4.43)
0 0z

parametrisiert (Monin und Yaglom, 1973; Rodi, 1980). Die prognosti-
sche Gleichung (4.36e) liegt in groben Ziigen allen K-s-Modellen zu-
grunde und ist in ihrer Form und ihren Koeffizienten (die hier von
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Duynkerke und Driedonks, 1987, iibernommen sind) so eingerichtet,
dafB} bestimmte Grenzfille mit analytischen oder experimentellen Da-
ten in Einklang sind (siehe auch den néachsten Abschnitt). Die spezielle
Form des Terms ¢; %(S+B+) in (4.36e) geht auf Duynkerke und Drie-

donks (1987) und Duynkerke (1988) zuriick, die argumentieren, daf3 B
bei stabiler Temperaturschichtung nur die Turbulenz, nicht aber die
Dissipation verringern kann und deshalb fiir B<0 im Produktionsterm
fiir ¢ ausgeschaltet werden sollte.

Aus den Variablen E und ¢ 4Bt sich a posteriori eine Mi-
schungslange

|eo

berechnen, womit sich der turbulente Diffusionskoeffizient auch als
Ky =cilVE (4.45)

schreiben 146t.

K-e-Modelle sind — wie auch die meisten anderen atmo-
sphéarischen Turbulenzmodelle — letztlich nicht kompatibel mit der
Ahnlichkeitstheorie nach Monin und Obuchov. Das sieht man et-
wa daran, dafl die turbulenten Diffusionskoeffizienten K, = ku.z/¢dm,
Ky =ku.z/¢n, die sich aus (4.25), (4.26) ergeben, nicht zueinander pro-
portional sind wie im K-s-Modell (Gleichung (4.37)), sondern iiber das
Verhiltnis ¢, /¢n aneinander gekoppelt sind, das recht variabel ist. Es
zeigt sich aber, daB die Kombination von Ahnlichkeitstheorie in Ober-
flichenndhe und einem anderen Turbulenzmodell in der Atmosphére
dariiber sehr gut funktioniert und die Wahl der Schnittstelle zwischen
den beiden Modellen die Ergebnisse nur wenig beeinfluflt.

4.4.1 Zerfall der Turbulenz

(4.36) stellt ein System nichtlinearer parabolischer partieller Differen-
tialgleichungen dar und ist als solches, zumal mit den komplizierten
Randbedingungen, die hier anzuwenden sind (Abschnitt 5.4.1), der ana-
lytischen Losung wohl kaum zugénglich. Es gibt indessen Spezialfille,
in denen man die rdumlichen Variationen ignorieren kann und dann
analytisch l6sbare gewohnliche Differentialgleichungen erhilt.
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Abklingen raumlich homogener Turbulenz ohne Quellen

Fir grofraumig homogene Turbulenz reduzieren sich (4.36d), (4.36e)

auf p p )
E € £
Zoe, T=-aS. (4.46)

Die Losung von (4.46) fir E(t=0) =: Ey, €(t=0) =: &¢ ergibt sich leicht zu

EO €0

BE(t) = —, &)= Z
€0 co—1 _ 5_0 ca—1
(1 + (02—1)E—0t> (1 + (e 1)E0 t)

(4.47)
was insbesondere 5 .
t 2

e(t) = eg <EL0)) (4.48)

beinhaltet. (4.47) fiihrt auf die Asymptotik
E{t)=0@t ")  fiirt— oo, (4.49)

was sich mit experimentellen Ergebnissen deckt.

Réidumlich homogene Turbulenz mit konstanten Quellen

Ebenfalls analytisch 16sen 146t sich der deutlich allgemeinere Fall, in
dem die Quellterme S und B von Null verschieden, die Gradienten
Ou/0z und 01n #/0z aber konstant sind. In diesem Fall erhalten wir

dE E?
_ _ 4.
= ) — - (4.50)
de g2
E = (S + b+)E - CQE (4.51)
mit 5
ou g 00
_ — —¢c, 222 4.52
y C”(@z) ’ b C“B@z (4.52)

Das Symbol b, steht wieder fiir den positiven Anteil von b, vgl. (4.38).
Wenn wir Stationaritéat d/dt =0 fordern, so folgt aus (4.47)

82

_Ee _a
stb=gm = (s+bs), (4.53)
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was sich nur nachts erfiillen 146t, wenn 6<0 ist. Dann folgt

a0 e, (4.54)
Co S

was sich mit der Beobachtung deckt, daf3 die Richardson-Zahl Ri = —b/s
nachts in etwa den kritischen Wert Ri., :=1—c¢; /¢ & 0.2 annimmt. Diese
Ubereinstimmung ist nicht zuféllig, sondern war umgekehrt eines der
Argumente fiir die konkrete Wahl von ¢; und c-.

Allgemeine Zeitentwicklung Das Gleichungssystem (4.50), (4.51)
148t sich fiir s, b= const auch ganz allgemein 16sen. Diese Losung wur-
de meines Wissens bisher nicht publiziert und mag insofern eher von
akademischem Charakter sein, als sie in erster Linie Eigenschaften der
K -e-Parametrisierung und nicht der realen Turbulenz aufzeigt. Ande-
rerseits spiegeln diese Eigenschaften durchaus gewisse physikalische
Grenzfille wieder und haben mir im Laufe der Modellrechnungen auch
an manchen Stellen das Verstiandnis des Modellsystems erleichtert,
was fiir die praktische Arbeit durchaus wichtig ist.

Das System (4.50), (4.51) 146t sich l6sen, indem man die neue Varia-
ble y := E /e einfiihrt, fiir die sich die Differentialgleichung

% = (c5—1) — Dy? (4.55)

ergibt, wobei

(c1—1)s —b , b<0

(c1—1)(s+Db) , b>0 ! (4.56)

D = ¢ (s+by) — (s+b) = {
gesetzt wurde. Insbesondere ist D>0 falls s>b (und s>0, was aber nach
(4.52) stets gegeben ist).

Die Losung von (4.55) fiir die Anfangsbedingung E(t=0)=: Ey,
e(t=0) =: &9 lautet

a.) /L2-_Lo +£1.

02—1 €0

y(t) = (4.57)

/2B <
C2—1 {tanh} ( (t—l—t )) fir c2—1 gg
Y 0
D coth /62121 f_(()) > 1
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1 tanh | D E
ty = —F———= aran ( ——0) (4.58)
(ca—1)D | arcoth ca—1 gg

und v = y/(c2—1)D. Hieraus ergibt sich dann

o )
{5 (i)

cosh }cl D
{ ) v(t+to)
() = K D sinh _ ( ) (4.60)

c2—1 (giph) &1
{ cosh } (7(t+t0))

s+b—D

ca—1 [ cosh D
(®) “\ D { sinh } V(t+to)

mit

(4.59)

2—co

.{Sinh }—_ (v(t+t0)) - (4.61)

cosh

Wihrend die momentane Tendenz von E, € und K, bei t=0 verschie-
den ist,

. 2
B(t=0)20  fir (;—0) < s+b (4.62)
0
2
§t=0)20  fir (;—‘;) < %zb” (4.63)

(4.64)

2 )2 < s+b—D
EO > 2—62 ’
erfolgt die asymptotische Entwicklung aller drei Groflen einheitlich
entweder gegen 0, gegen einen festen Wert oder gegen Unendlich:

K. (t=0020  fir (

(0,0,0)

t—o00 —
(E,e,Ky) — (K, K /25, e, K/25L)

(00, 00, 00)
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fir

VIA

b ~Ri; = —(1-2) . (4.65)
S Co

In praxi wird fiir b/s > — Ri., das Anwachsen der Variablen dadurch
beschrankt, dafl das wachsende K, den vertikalen Transport immer

wichtiger macht und dadurch b/s reduziert wird.

b.) Grenzfall ,/ -2 Lo —

62—1 a
Hier ist y=const und

E(t) = Eye (4.66)
e(t) = goe™?t (4.67)
K,(t) = cu@e"t (4.68)
€0
mit
= (st ———(ea(s) — i (s4D1))  (4.69)
7 €0 Eo (Cg—l)D 2 1 + )
1 (62—01)8 + cob , b<0
= — : (4.70)
(02_1)D (CQ_Cl)(S+b) X bZO
Es ist )
vyS0 fir-Ri=- < —Rie, (4.71)

S
was wieder auf die Asymptotik (4.65) fiihrt.

4.4.2 Die vertikale Geschwindigkeit

Wenn sich die unteren Schichten der Atmosphére erwdrmen, werden
die dariiberliegenden Schichten nach oben geschoben, so daf} sich fiir
z>0 selbst in den hier betrachteten eindimensionalen Modellen verti-
kale Geschwindigkeiten w#0 ergeben. Aus diesem Grund miillite genau
genommen auf den rechten Seite von (4.36) zusatzliche vertikale Trans-
portterme —wou/dz, —wou/dz, usw. stehen.

Die vertikale Geschwindigkeit 148t sich dabei unter der Annahme
hydrostatischen Gleichgewichts leicht ausrechnen, wenn man bedenkt,
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dafl ein Masseelement tiber den Druck identifiziert werden kann (da
dieser sich beim vertikalen Verschieben einer eindimensionalen Atmo-
sphére fiir das Masseelement nicht dndert):

(3)

0z ot 1 [0Op

(=) = A i 4 4.72

v (at>p 9 o (3), 1
0z ),

Die Druckinderung 0p/0t 148t sich aus den numerischen Daten bestim-

men, so daBl man den vertikalen Transport leicht ins Programm ein-

bauen kann. Da sich in den Rechnungen aber zeigte, daf} dieser Effekt

keine Rolle spielt (die vertikale Geschwindigkeit ist erwartungsgemaf

von der Groflenordnung w ~ 1cm/s), habe ich ihn wieder aus dem Pro-
gramm herausgenommen.



Kapitel 5

Das numerische Schema

5.1 Das Crank-Nicholson-Schema am Bei-
spiel der Diffusionsgleichung

Das System nichtlinearer parabolischer Differentialgleichungen (4.36)
wurde mit einem Finite-Differenzen-Verfahren numerisch gelost. Um
das Prinzip des verwendeten Schemas und die entsprechende Nomen-
klatur einzufiihren, wird im vorliegenden Abschnitt zunédchst die nu-
merische Behandlung der allgemeinen linearen Diffusionsgleichung

ou 0 ou
2 _nl ()\a) +q 5.1)

diskutiert. Hier sind k(z,t), A(z,t), q(z,t) vorgegebene Funktionen von
Ort und Zeit, die fiir die momentane Betrachtung nicht explizit vom
Feld u selbst abhéngen. Wir diskretisieren das Feld u(z,t), indem wir
es auf einem rdumlichen Gitter {z;} und einem zeitlichen Gitter {¢,}
betrachten, die beide dquidistant seien, z, = z9+kdz, t, = to+ndt. Das
fiihrt zu den Groflen u}, die geméf

up = u(zg, ty) (5.2)

den Wert von u an einer bestimmten Stelle des Gitters bezeichnen. Er-
setzen wir nun die partiellen Differentialquotienten in (5.1) durch zen-

65
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trale Differenzenquotienten, so erhalten wir die Ndherung

n+i T%
Aup ey SO
mit
Aul = ul—uf (5.4)
oup = “Z+% — uz_% (5.5)
— n_ ,ntl
uz+§ — W% (5.6)
et

1
G = 5 q(z) dt (k=1,2,...,N—1). (5.7)

2

Zk—%

Ausgeschrieben lautet das

+1
uptt —ul _ Ky 2 )\n+%(uk+1_uk)n+1 + (Upt1 —ug)"”
ot 622 | Tkt3 2
1 (ugp—up—1)" + (up—up_1)" 1

Im praktischen Verfahren dient diese Gleichung dazu, aus einem be-
kannten Zustand uf , zum Zeitpunkt t,, den Zustand u{"}, zum Zeit-
punkt t,.1 zu berechnen. (5.8) ist dann ein lineares Gleichungssystem

in den Unbekannten ul ,, das in der Form

n+1 n+1 n+1
QiU+ (1+ak—%+ﬁk+%)uk = Brriugpiy

O‘k—%“ﬁ—l + (1—%_%—5%%)“2 + 5k+%“2+1 (5.9)
n+%

+ 0t - qy

geschrieben werden kann, die klar macht, daf} es sich um ein tridiago-
nales Gleichungssystem in u "\ handelt, also ein lineares Gleichungs-
system, bei dem nur die Hauptdiagonale und ihre beiden Nachbardia-
gonalen besetzt sind. Zur vollstdndigen Festlegung des Gleichungssy-

stems miissen noch Randbedingungen bei z = z; und z = zy angegeben
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werden. Wahlen wir der Einfachheit halber die Dirichletschen Randbe-
dingungen
u(zo,t)=cp(t) , u(zn,t)=ce(t) , (5.10)

so erhalten wir das vollstandige System

1 0 0 0 un—i—l
—Q1 1—|—a1+ﬂ% —ﬁ% 3 0 \ (u%+1\
0 —ag ltag+fs 0 up ™[
0 0 _/8].\7—5 u?\r-’__ll
\ 0 0 0 1 \u;zvﬂ)
(0 0 0 .. 0 \ (ug\ (Cgﬂl\
ar l—ai—fs Bs o0 ur th?ij
X o e 0 el &q;f N1
0 0 0 ﬂN—l ’U,?V_l 5tqn—i;%
\0 0 0 02) \u’f\,/ \C?]Ll)

Hier wurde zur Abkiirzung

Gy = %nz+%)\:§f§ L By = Q%K?%AZ@ . (612
gesetzt.

Ein tridiagonales Gleichungssystem wie (5.11) kann numerisch
wesentlich effektiver gelost werden als ein System der selben Di-
mension mit vollbesetzter Matrix. Dies geschieht mit dem Thomas-
Algorithmus (vgl. Richtmyer und Morton, 1967; Press et al., 1992), der
nur O(N) FlieBkommaoperationen benétigt, wihrend die klassische
LU-Zerlegung O(N?) Operationen erfordert. Diese numerische Effizi-
enz ist auch einer der Griinde fiir das spatere Festhalten am Tridia-
gonalsystem in den einzelnen Variablen im gekoppelten, nichtlinearen
Fall trotz der numerischen Probleme, die dies mit sich bringt (vgl. Ab-
schnitt 5.5).
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Das bisher vorgestellte Verfahren geht von zentralen Differenzen
in der Zeit aus, das heiflt der Differenzenquotient Au} /ét ist auf den
+3

Zeitpunkt ¢, 1 zentriert, auf den sich auch die mittleren Werte uy,
beziehen. Dies liefert das sogenannte Crank-Nicholson-Verfahren, wel-
ches von zweiter Ordnung in der Zeit ist, dessen Fehler also quadra-
tisch mit dem Zeitschritt 6t sinkt, |texaxt(t) — Unumerisen ()| = O(6¢%). In
0z sind alle hier diskutierten Verfahren zweiter Ordnung. Wenn man

den Mittelwert uZJr% anders gewichtet,

WP = (L)l (5.13)

so bekommt man das allgemeine implizite Verfahren. Dieses ist
fir ©u#1/2 nur noch von erster Ordnung in der Zeit, |uexakt(t) —
Unumerisch (t)| = O(6t), hat aber den Vorteil, rdumliche Oszillationen ra-
scher dampfen zu konnen, was bei manchen Anwendungen entschei-
dend ist. Man erhélt das (immer noch tridiagonale) Gleichungssystem
fiir das allgemeine implizite Verfahren, indem man in (5.9) jeweils links
alle @ und 8 mit 2 multipliziert, rechts hingegen mit dem Faktor

2(1—p):
—2;104,6_%11,23 + [1‘*'2#(0419_%"'5/94-%)] uptt — 2/~Lﬂk+%“2¢% =

21-p)ay_yui; + [1-20-p) (g +Bip) | ui (5.14)
n n+3
+ 2(1-p)Bryrugyr  + Ot-gy?

Das allgemeine implizite Verfahren umfaf3t auch die folgenden drei
Spezialfille. Fiir u=1 ergibt sich das voll implizite Verfahren. Im Fall
p=1/2 erhalten wir wieder das Crank-Nicholson-Verfahren. Und p=0
schlieBlich fithrt zum expliziten Verfahren: da in diesem Fall die Ma-
trix diagonal wird, kann man die ug“N explizit durch die ug _ aus-
driicken, ohne iiberhaupt ein Gleichungssystem zu l6sen.

Es scheint sehr verlockend, das iibersichtliche explizite Verfahren
zur numerischen Losung des Systems (4.36) einzusetzen, was insbe-
sondere auch angesichts der Nichtlinearitiaten bei vergleichbaren Sy-
stemen oft gemacht wird. Indes haben explizite Verfahren fiir parti-
elle Differentialgleichungen vom parabolischen Typ einen manchmal
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schwerwiegenden Nachteil: Sie sind nur stabil, wenn der Zeitschritt 6t
der Courant-Bedingung

ot < — (5.15)

geniigt (vgl. Richtmyer und Morton, 1967). Diese notwendige Stabi-
litatsbedingung gilt zunichst fiir konstante x, A\ und &dquidistantes
raumliches Gitter. In den Rechnungen zur Marsatmosphéare wird ein
stark nicht-dquidistantes Gitter verwendet werden, auf dem das nu-
merische Stabilitatsverhalten durch den turbulenten Diffusionskoeffi-
zienten K bestimmt wird. In diesem Fall lautet die Courant-Bedingung

82?2

in ——— . 1
6t<mi1n K (21 1) (5.16)

Die numerische Mathematik lehrt, dall die Stabilitatsbedingung (5.16)
fiir alle impliziten Verfahren (5.14) mit pu<1/2 gilt, wéahrend die Ver-
fahren mit 4¢>1/2 zumindest im linearen Fall fiir jeden beliebigen Zeit-
schritt stabil sind.

Die rein numerische Einschrankung (5.16) ist zunéchst vollig unab-
hangig von physikalischen Anforderungen an die zeitliche Auflosung.
In Féllen, wo letztere ohnehin einen Zeitschritt ¢ unterhalb der Cou-
rantschen Grenze erfordert, wird man sich fiir das explizite Verfah-
ren entscheiden. Im gegebenen Fall allerdings sind in Oberflichennihe
recht kleine rdumliche Skalen aufzulosen, 6z ~ 10 m, wobei gerade dort
auch K ~103m? /s sehr grol wird. Die Courantbedingung ergibe dann
einen Zeitschritt von 0t ~ 0.1s, was mit den physikalische Zeitskalen
von einigen 10 min nicht in Einklang zu bringen ist. Aus diesem Grund
wurde in den numerischen Rechnungen das implizite Verfahren mit
i >1/2 benutzt, das die Verwendung eines wesentlich groberen zeitli-
chen Rasters erlaubt.

Der Ehrlichkeit halber sei angemerkt, daf3 der mit dem impliziten
Verfahren mogliche Zeitschritt in meinen Rechnungen meist unter ei-
ner Minute liegt, also immer noch numerisch und nicht physikalisch be-
dingt ist. Dennoch ergibt sich damit ein ~ 500 mal grof3eres it, was das
Inkaufnehmen einiger anderer Unannehmlichkeiten (siehe Abschnitt
5.5.1) durchaus rechtfertigt.
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5.2 Die Diskretisierung der K-¢-
Gleichungen in der Atmosphare

Nun formulieren wir in Analogie zu den Ausfiihrungen in Abschnitt 5.1
das Finite-Differenzen-Verfahren fiir die K-¢-Gleichungen. Die Struk-
tur der Gleichungen (4.36) — in denen die erste Ableitung von K (und
damit von E und ¢) in den Gleichungen fiir u, v und € steht, wahrend
umgekehrt die ersten Ableitungen von Windgeschwindigkeit und Po-
tentialtemperatur in den Gleichungen fiir £ und ¢ auftauchen — legt
es nahe, ein versetztes Gitter («staggered mesh») zu verwenden. Das
bedeutet, dafl u, v und 0 (und die daraus abgeleiteten Grof3en wie die
Temperatur T', der Druck p und die Dichte g) auf dem Hauptgitter mit
den Indizes 0, 1,2, ..., N definiert sind, die turbulenten Gréflen F und ¢
aber (sowie der Strahlungsflufl F und der turbulente Diffusionskoeffizi-
ent K,=Ky) auf dem gegen das Hauptgitter versetzten Nebengitter mit
den Indizes 1/2, 3/2, 5/2, ..., N +1/2. Aus eher technischen Griinden
fallt dabei das Niveau mit dem Index 0 nicht mit der Oberflache zu-
sammen, sondern liegt auf einer Hohe z;, > 0. Die Anbindung des Ni-
veaus z = zg an die Oberflidche =0 wird ausfihrlich in Abschnitt 5.4
diskutiert.

Im oberen Teil von Abbildung 5.1 ist das versetzte Gitter fiir die
meteorologischen Observablen u, v, # und die turbulenten Variablen E,
¢ skizziert. Ebenfalls angedeutet ist dort, dafl die Abstande zwischen
den einzelnen Niveaus nach oben hin zunehmen, wir also ein nicht-
aquidistantes Gitter eingefiihrt haben. Der Grund dafiir ist einfach: Die
Skalen, auf denen sich die prognostischen Variablen verdndern, sind in
Bodennidhe wesentlich kleiner als weit iiber dem Boden, wie zum Bei-
spiel Abbildungen 7.10 und 7.12 deutlich machen. Will man nicht in der
ganzen modellierten Atmospharenschicht mit sehr kleiner vertikaler
Gitterweite arbeiten — was zu einer groflen Zahl von Niveaus fiihren
und somit den numerischen Aufwand stark erh6hen wiirde — so bleibt
einem verniinftigerweise nur der Ubergang zum nicht-dquidistanten
Gitter.

Es gibt grundséatzlich zwei Moglichkeiten, Finite-Differenzen-
Schemata auf nicht-dquidistanten Gittern einzufithren. Die aufwendi-
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gere bestiinde darin, zur Berechnung der ersten Ableitung der Funkti-
on u(z) diese jeweils durch drei Punkte zu interpolieren und die Ablei-
tung der interpolierenden Parabel zu berechnen, die sich dann letztlich
auf gewichtete Differenzenquotienten zuriickfithren 146t, wobei die Ge-
wichte allerdings von Gitterpunkt zu Gitterpunkt variieren. Entspre-
chend miiflite man fiir die zweite Ableitung vier Punkte beriicksichtigen
(zumindest wenn das Schema raumlich von zweiter Ordnung sein soll)
und erhielte duBerst uniibersichtliche Ausdriicke. Der Vorteil dieses
Verfahrens gegeniiber der gleich zu besprechenden zweiten Variante
besteht darin, dall man die einzelnen Gitterpunkte relativ frei wahlen
kann; man konnte insbesondere ein enges Gitter in Bodennidhe an einer
Nahtstelle in ein vielfach groberes Gitter tibergehen lassen.

z Beim zwelten
T‘Zmuz I Verfahren f.l'ihrt
man das nicht-

2y Upp» Vi Oy aquidistante Gitter

{#2;} als Abbildung
(; — z; eines aqui-
distanten  Gitters

Z up, V2,0,
{¢;} ein, wobei ent-
— Z2 ban g3 scheidend ist, dal}
7 ug, vq.,0; die Funktion
— Zi2 by €y
%0 Uo:Vo-Oo z: (- 2(¢) (5.17)
Zs,O TsO
Zs1 — Ts1

monoton und hin-
reichend glatt ist.
Ohne Beschran-
kung der Allge-
meinheit kann man
Zs N Tsne  auf dem Hauptgit-
ter (;=1¢ wahlen,
also d(=1, und
entsprechend auf
dem  Nebengitter
(;+1 =i+3. Die Variablensubstitution (5.17) und Einfiihren der Ablei-

2

7

Zs,2 1 s,2

Zg

Abbildung 5.1: Das numerische Gitter
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tung z' :=dz/d( der Funktion z(() fithren die Differentialgleichung

Oou 0 Ou

[vgl. etwa (4.36a)] in die Form

ou 1 0 s K Ou

% 7 a_g(? a_g) q (5.19)
~—~—~~ ~—~
K A

tiber, die nun numerisch auf dem &dquidistanten Gitter {(;} zu losen
ist. Wenn wir die Koeffizienten x:=1/z' und A := K/’ einfiihren, erhal-
ten wir auf diese Weise gerade die allgemeine Diffusionsgleichung (5.1)
wieder, konnen also auf die Ergebnisse aus Abschnitt 5.1 zuriickgreifen.

Wir erhalten damit fiir ug ™'y das Tridiagonalsystem

n+1 n+1 n+l1 __
—op 1w+ (1+ak_%+ﬁk+%)uk - ﬂk+%“k+1 =

n n n
Qp_1Up_g + (1—0%—%—5“%)% + Bry gy

1
+ Otq, 2, (5.20)
wobei
n—|—%
(5t n—|—l fn—|—l Ku,k—l
Ofk_% = W’ik QAk—g :6t22;€z;€ 21 (5.21)
n—}—é
6t n+l n-|—l I(’UJ,]{H—l
IBk-i-% = 26(;2 /ﬁjk 2Ak+%2 = 5tm . (522)
2

eingefiihrt wurde.

5.3 Diskretisierung im Boden

Auch der Marsboden ist an der Warmebilanz der Atmosphére beteiligt.
Zuniachst natiirlich als Absorber, der den groB3eren Teil der in Form von
Sonnenlicht einfallenden Energie in Warme umwandelt und damit der
Atmosphéare erst zugéanglich macht. Daneben kommt ihm aber auch die
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Rolle eines Warmepuffers zu, der etwa in den Morgenstunden einen
Teil der Warme von der Oberfladche aufnimmt und diese zum Abend hin
und in der frithen Nacht wieder abgibt.

Der Warmeleitungsprozel3 wird dabei (unter der Annahme, dal} es
keine Warmequellen oder -senken im Boden gibt) durch die Gleichung

oT 0 oT
CsoileoilW = % (A%> (5.23)

beschrieben. Hierbei bezeichnet d die Tiefe unter der Oberflache, A die
Warmeleitfahigkeit und cgi1 05011 die Warmekapazitat pro Volumen. Der
Einfachheit halber (und mangels konkreter Mef3daten) wird \ als zeit-
lich und rdumlich konstant angenommen und zwar bis in grofe Tiefen,
so dafl das Warmeleitungsproblem im Boden sich als

oT 02T

mit 7 := A\/(csoi1 0s0i1) darstellt. Die Randbedingung bei d = 0 folgt aus

der Beziehung

oT
/\% - Fsoil (525)

zusammen mit der Angabe des Warmeflusses Fi,; durch die Ober-
flache, sei es explizit, sei es iiber eine Relation, die F,; an die Ober-
flachentemperatur 7'(0, t) koppelt.

Das Warmeleitungsproblem (5.23), (5.25) auf dem halbunendlichen
Intervall 0<d<oo 1aBt sich durch Einfiihren der skalierten Variablen
d := d/ X auf die Form

oT 1 90°T oT

% PoE  ad o

bringen, wobei
I:= V Csoil Osoil A (5.27)

die sogenannte Thermische Trdgheit ist. Die Darstellung (5.26) zeigt,
daf3 es fiir die Warmepufferung des Bodens — also letztlich den Zu-
sammenhang zwischen Fg,;; und 7°(0,£) — nicht auf die Werte von
CsoilOsoil UNd A einzeln ankommt, sondern lediglich auf das Produkt
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I? = ¢yoi105001\ dieser MaterialgroBen!. Erst wenn man sich auB3er fiir die
thermische Antwort der Oberfldche auch noch fiir den vertikalen Tem-
peraturverlaufim Boden interessiert, mufl man neben der Thermischen
Tragheit I auch noch die Warmeleitfahigkeit ) festlegen. Da umgekehrt
nur die thermische Antwort leicht aus Beobachtungen abgeleitet wer-
den kann, ist meist auch nur I fiir einen gegebenen Ort auf dem Mars
bekannt (es existieren in der Tat Karten von I fiir die gesamte Mar-
soberflache, die aus Satellitenbeobachtungen abgeleitet sind), wahrend
Csoil Osoil UNd damit A aus Analogie zu irdischen Boden geschétzt wird.
Die anderslautenden Befunde im Modell von Savijarvi (1991), wo-
nach Anderungen von ) bei festgehaltener Thermischer Tragheit auch
auf andere Oberflachentemperaturen fiihren, miissen numerischer Na-
tur sein und hangen wahrscheinlich mit der sehr geringen Zahl der
Gitterpunkte in seinem Warmeleitungsmodell zusammen.

An der Warmeleitungsgleichung (5.24) 148t sich ablesen, dal} die
typische Eindringtiefe einer thermischen Welle der Winkelfrequenz
Q durch I~+/2n/w gegeben ist. Die typischen Zeitskalen der at-
mosphérischen Turbulenz und der Sonneneinstrahlung liegen zwi-
schen einer Viertelstunde (vgl. etwa Abbildung 7.4) und einem
Tag. Die entsprechenden Eindringtiefen variieren um mehr als eine
GroBenordnung. Da man eine Tiefe von einigen [,,,, erfassen sollte
um den Tagesgang der Temperatur richtig zu behandeln, andererseits
aber in Oberflaichennihe eine Auflosung von Bruchteilen von [,,;, notig
ist, um die Reaktion auf die schnellen Anderungen richtig zu erfassen,
liegt wie bei der Diskretisierung der atmosphéarischen Prozesse eine

IDieser Umstand spiegelt sich auch in den Formeln fiir den Zusammenhang zwischen
Fyo;1 und T'(0, t) wieder, der sich in der Form

t
1 F, i](t')
T(0,t) = =0 dt’ 5.28
0,2) Nz Vt—t (5.28)
— o0

bzw.
t .
I T0,¢)
vl Vi—v
—o0

schreiben 146t. Die Gleichungen (5.28), (5.29) stellen einen Teil der analytischen Losung
des Warmeleitungsproblems dar, sind aber zur numerischen Anwendung wenig geeignet.

(5.29)

Fsoil (t) =
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Situation vor, in der es sich anbietet, ein nicht-Aquidistantes Gitter
zu verwenden, in dem der Abstand zwischen den Niveaus von klei-
nen Werten in Oberflachennédhe zu viel grofleren Werten in der Tiefe
anwéachst. Fiir die den meisten Rechnungen in dieser Arbeit zugrunde-
gelegten Werte I =215J/(m?K/s), A=0.043 Wm/s ist im verwendeten
Gitter 6z ~ 0.6 mm an der Oberflache, wohingegen 6z ~ 1.5 cm in der ma-
ximalen Tiefe von ~ 8.3 cm. Auch dieses nicht-aquidistante Gitter ist in
Abbildung 5.1 angedeutet.

Da das numerische Gitter nur eine endliche Tiefe erreicht, muf}
auch am unteren Rand eine Randbedingung vorgegeben werden, ob-
wohl im mathematische Modell das warmeleitende Medium eine un-
endliche Tiefe hat. Diese Randbedingung ist bedeutungslos, wenn das
unterste Niveau dy_,, nur tief genug liegt und wurde der Einfachheit
halber als isolierend gewahlt (T, ,, = Tn.,,,—1)-

Stellen wir nun die Warmeleitung im Boden wieder in den Rahmen
der atmospharischen Warmebilanz, so konnen wir Fiy; durch die be-
reits friher eingefiihrten Warmefliisse H und Fj ausdriicken:

Fsot = H + Fy . (5.30)

Dabei ist H der konvektive Warmeflul in der Atmosphéare in Ober-
flichennahe, wahrend Fj fiir den gesamten Strahlungsfluf3 an der Ober-
flache steht, also die Summe aus optischem Nettoflul Fi,t, Infrarot-
Strahlungsflufl im 15 y-Band Fi5 , und der von der Oberfléche emittier-
ten Wiarmestrahlung o7.}; hierbei wird eine Infrarot-Emissivitéit der
Oberflache von 100 % angenommen, die der Realitdt durchaus nahe
kommt.

Nun fiihren wir ganz analog zu Abschnitt 5.2 mit Hilfe der Va-
riablensubstitution d =d({) das nicht-dquidistante Gitter {d;} auf ein
dquidistantes Einheitsgitter {(; =i} zuriick. Dann nehmen (5.24),
(5.25) die Form

Ou 19 (nou

N1l (d, 3C) (5.31)
mit der Randbedingung

O\ _ oy ) (5.32)

¢ o A
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an.
Das Gleichungssystem fiir das Crank-Nicholson-Schema hat die
Form

_ak—%Tl?jll + <1+ak—%+5k+%)T£+l - ﬁk+%T£-|-—l_11
ap 1Ty, + (1_ak—%_ﬂk+%)T£ + Brri i (5.33)

firk=1,2,..., wobei
ot n ot n

= /B 1= .
2(5(;2 d’n+%dln+% ’ k2 25(;2 d’n+%d'n+%
k k—1 k k+3

(5.34)

ak_% .

Die obere Randbedingung formulieren wir mit folgendem Trick, den
beispielsweise Hoffman (1992) diskutiert. Die Bedingung (5.32) lautet

diskretisiert
T — T4 . H + Fy

2d),6¢ A
Dabei tritt der fiktive Wert 7_; auf, den man aus (5.35) und der Glei-
chung (5.33) fiir k=0 wieder eliminieren kann. Das fiihrt auf

(5.35)

(I+a_3+B8)I5T = (a_+8,)TH =

(I—a_y =BT + (a_ 3 +B)TT (5.36)
n n n—+1 n+1
—2d65¢a_%(H +F0)+()\H +E§T) '

(5.33) und (5.36) stellen zusammen ein (tridiagonales) Gleichungssy-
stem dar, aus dem man — allerdings nur bei bekanntem Warmefluf3
H"+F}, H"M4+Fg+! — die Temperaturwerte Tg' "' bestimmen kann.

5.4 Die Randbedingungen fiir die Atmo-
sphare

5.4.1 Die untere Randbedingung

Von entscheidender Bedeutung fiir die Dynamik der Planetaren Grenz-
schicht ist die Kopplung derselben an die Oberfldche. Letztlich ist sie es
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ja, die zu Abweichungen von geostrophischen Verhiltnissen und damit
zur Ausbildung der Grenzschicht fiihrt, in der sich die in grof3erer Hohe
freie Atmosphare an die Einschriankungen anpallt, welche die Ober-
flaiche den prognostischen Variablen aufzwingt. Dabei ist es dullerst
wichtig, gerade die unterste Schicht der Grenzschicht realistisch zu
beschreiben, da sie die Fliisse von Impuls und Warme bestimmt, von
denen wiederum die Dynamik auch in grofleren Hohen der Grenz-
schicht entscheidend abhéingt. Es hat sich in vielen Bereichen bewéahrt,
die untersten zig Meter der Atmosphére mit der Monin-Obuchovschen
Ahnlichkeitstheorie (vgl. Abschnitt 4.3) zu beschreiben. Diese stiitzt
sich einerseits auf hinreichend allgemeine Argumente, um sich auch
auf der Messung nicht direkt zugingliche Konfigurationen wie die
Oberflachenschicht der Marsatmosphére anwenden zu lassen, und hat
andererseits durch die gemessenen Profile ¢(() gentligend Bezug zu rea-
len Stromungen, um nicht in den Verdacht der reinen, jeglichen Praxis-
bezugs entbehrenden Theorie zu kommen.

Randbedingung fiir u, v, 0

Es hat sich gezeigt (siehe etwa Pielke, 1984; Duynkerke und Drie-
donks, 1987; Perov und Glazunov, 1991), dall es numerisch von Vorteil
ist, die Monin-Obuchov-Relationen (4.25), (4.26) nicht direkt als von
Neumannsche Randbedingungen, also solche fiir die Gradienten 0u/9dz,
00/0z zu verwenden, sondern sie erst zu integrieren und dann als Di-
richletsche Randbedingungen einzufithren. Die Integration fiihrt hier
auf die bereits frither eingefiihrten Funktionen X,,, X5 [vgl. Formeln
(4.30), (4.31)],

Xm/h Cﬂ?o /¢m/h (5.37)
und liefert konkret
wo = 7uXm(Go, o) (5.38)
1
Vo = U_U*Xm(C07 770) (539)
Uy

hs
b = Ts—u—Xh(Co,no) (5.40)
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mit ¢ :=z/L, no:=ho/L, hs:= H/cp0, U :=|u|, wobei H wieder den kon-
vektiven Warmestrom in der untersten Atmosphéarenschicht bezeichnet
und u, die Reibungsgeschwindigkeit (vgl. Abschnitt 4.3). Hier und im
folgenden steht der Index «s> fiir den Wert der betreffenden Variablen
an der Planetenoberflache. In (5.38)—(5.40) wurde von der sogenann-
ten Rauhigkeitslinge ho bis zg integriert, wobei bei z = hg die Ober-
flachenwerte u(hg) =v(ho) =0, 8(ho) =T; eingesetzt wurden. Die Lange
ho bewegt sich typischerweise im Bereich von Millimetern bis weni-
gen Metern und hat fiir die Viking-Landestellen etwa den Wert hg ~ 1—
2 cm (Golitsyn und Demchenko, 1979). AuBlerdem wurde die realisti-
sche Annahme gemacht, dafl die Windrichtung arctan(v/u) in der Ober-
flachenschicht von z unabhéngig ist.

Um (5.38)—(5.40) anwenden zu konnen, benétigen wir die Fliisse von
Impuls und Warme. Diese beschafft man sich mit der Annahme, daf3
sie nicht nur in der Oberflachenschicht 0<z<zy, sondern im ganzen Be-
reich 0<z<z; konstant sind, was letztlich nur erfordert, zo und z; hin-
reichend klein zu wahlen. Dann konnen wir den Impulsflufl (die Scher-
spannung) 7 und den skalierten Warmeflufl h1 in der Hohe z 1 durch
Finite Differenzen annéhern,

Uz = % = ku,%|u1 — 110| = k%%(Ul — U()) (541)
hy = —kgy (61— 60), (5.42)
wobei
KU/97%
Fuor=—20% (5.43)

Dabei ist im allgemeinen h; # hs, denn auch wenn H = hcpo konstant
ist, gilt dies nicht fiir A, sondern vielmehr

H cp(Ts)Ty
hi = ———— = hg——2 =: hyy. 44
* T o(Tey T Ce@yn o4

Nun haben wir per definitionem

ulT,

L =
Kkghs

: (5.45)
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aus (5.38), (5.39), (5.41) lassen sich ug, vg eliminieren zu

-0, (5.46)

einer quadratischen Gleichung, deren physikalisch sinnvolle Losung in
numerisch stabiler Darstellung

9 1
v = xUl , (5.47)
m 4
1+ 20
ky 1X2
)

lautet, und aus (5.40), (5.42) konnen wir 6, eliminieren zu

hy = — fl — T . (5.48)
4 Xn
Wka,é U

Wenn u;, vy, 8;, sowie k% und T, vorgegeben sind, kann man aus
dem nichtlinearen Gleichungssystem (5.45), (5.47), (5.48) die drei Para-
meter u., hs, L der Oberflichenschicht bestimmen? und in (5.38)—(5.40)
einsetzen, um ug, vg, 09 zu bestimmen. Das ist genau der Grad an In-
formation, den wir als untere Randbedingung fiir die drei meteorologi-
schen Variablen u, v, 8 benotigen.

Randbedingung fiir £ und ¢

Fir die unteren Randbedingungen, die an die turbulenten Groflen E
und ¢ zu stellen sind, gibt es in der Literatur verschiedene Vorschlage,
die in Tabelle 5.1 aufgelistet sind und aus Arbeiten entnommen sind,
die nicht alle K-c-Modelle zum Thema haben.

2Das geschieht in praxi durch direkte Iteration der Gleichungen. Man konnte effekti-
vere Methoden wie das Newton-Raphson-Verfahren verwenden, da aber dieser Teil der
Gesamtiteration recht rasch konvergiert und die spéiter zu besprechenden Schwierigkei-
ten nicht vom System (5.45), (5.47), (5.48) herriihren, lohnt sich der zuséitzliche Aufwand
kaum.
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Quelle E(z0) (z0) Schich-
tung

Wyngaard und | 3.75u2 + 0.2w? ui’/ﬁzo (qﬁm — zO/L> 1

Coté (1974)

Wyngaard 3.75u? —uu; 0u; |0z + n+s

(1975) 9i/T - 0"

André et al. | 0.9u} + 0.4w? — i

(1976)

Detering und | u?/c§, co=0.40 u? /K20 n

Etling (1985)

Detering (1985) | u?/cis, 1/c3s =4.0 u? /K20 (pm — 20/L)

Duynkerke u?/\/Cp + 0.35w3 u? /kzo (¢pm — 20/ L) i

und Driedonks

(1987)

Duynkerke 5.50 u? —

(1988)

Huang und Ra- 5 sS+1

man (1989) §=w/rz m(Q),

B = g/6 - (~u.6.)
Huang und Ra- | 5.5u% + 0.5w? ui’/ﬁzo (¢m — 20/ L) S+1
man (1991)

Tabelle 5.1: Verschiedene Varianten der unteren Randbedingung fiir £ und . Rechts
ist die thermische Schichtung angedeutet, fiir die das jeweilige Modell anwendbar ist:
instabil, neutral oder stabil

Dabei bezeichnet w, := f’/ gw'8 hppy, /Ts die sogenannte konvektive
Geschwindigkeitsskala (Deardorff, 1970) und ist ein Maf} fiir die ver-
tikalen Geschwindigkeitsfluktuationen einer turbulenten Planetaren

Grenzschicht der Héhe hppy, in Bodennéhe. uy := {/gw'6’ 20 /T ist eine
dhnlich gebildete Geschwindigkeitsskala, deren physikalischer Gehalt
etwas unklar ist.

Die Bedingung von Huang und Raman (1989) ist insofern bemer-
kenswert, als nicht die Werte von E, und ¢, angegeben werden, son-
dern vielmehr die Quellterme S und B aus den Gleichungen (4.36d),
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(4.36e) in der untersten Schicht. Diese Formulierung verspricht zwar,
eine robustere Bedingung zu liefern als die anderen, hat aber das kon-
zeptuelle Problem, da} sie die K-¢-Gleichungen fiir £ und ¢ auch in
der Oberflachenschicht anwendet, wahrend fiir die anderen Variablen
angenommen wird, daf3 hier das K-s-Modell durch die letztlich dazu
inkompatible Monin-Obuchov-Theorie abgelost wird.

In meiner Arbeit habe ich es vorgezogen, die Giiltigkeitsbereiche der
beiden Turbulenzmodelle klarer gegeneinander abzugrenzen und habe
die Randbedingung von Duynkerke und Driedonks (1987)

2

By = — 40.35u0 (5.49)
Cu
_ fos(¢m 1
f0 = {u*(/{z ﬁL)}ZO (5.50)

benutzt. In (5.49) stellt u2 einen charakteristischen Wert fiir das Qua-
drat der horizontalen, w? fiir das der vertikalen Geschwindigkeitsfluk-
tuationen dar -

U i 0.35w2 ~ w? (5.51)
NG 2 2
wahrend die Gleichung (5.50) auf der verniinftigen Annahme be-
ruht, dafl in Oberflichennidhe die Bilanz der turbulenten kineti-
schen Energie im wesentlichen durch die Produktionsterme S =
K. [(8u/82)2 + (81}/8,2)2], B = —g/8 - K;00/32 und den Dissipati-
onsterm & bestimmt ist. Dies wird dadurch gerechtfertigt, dall S+B
dort viel groBer ist als 0; E oder der Diffusionsterm 0.(K g0, E), womit
(4.36d) sich auf die Beziehung

0=S+B-¢ (5.52)

reduziert, die sich leicht auf die Form (5.50) umschreiben 1403t.

Ebenfalls aus dem Motiv, nur eine einzige Nahtstelle zwischen
Monin-Obuchov- und K-¢-Theorie zu haben, habe ich die Randbedin-
gungen, wie in (5.49) und (5.50) angegeben, auf den Punkt z = z; bezo-
gen und diese Werte anschlieBend auf z =z 1 (wo man im numerischen
Verfahren die Randbedingungen angeben mul3) interpoliert.
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5.4.2 Die obere Randbedingung

Die Randbedingung in der Hohe z = 2z beziehungsweise z =z, +1 wur-
de in der Windgeschwindigkeit als geostrophisch und in Temperatur,
turbulenter kinetischer Energie und Dissipationsrate als isolierend
gewihlt:

UN = Ugeo UN = Ugeo , ITn=TNn_1 (5.53)

und

Ey,1=Ey Entl = ENt - (5.54)

1
-5

Ahnlich wie im Fall der unteren Randbedingung im Boden sollten
die Ergebnisse dieser oberen Randbedingung gegentiber unempfindlich
sein (solange sie nicht neue, unphysikalische Effekte ins Spiel bringt),
und dies hat sich bei Experimenten mit abgeédnderten oberen Randbe-
dingungen auch bestatigt.

5.5 Das Iterationsverfahren

Das Modell fiir die Dynamik der Planetaren Grenzschicht setzt sich zu-
sammen aus den K-¢-Gleichungen (4.36) fiir die hohere Atmosphére,
den Gleichungen (5.45), (5.47), (5.48) und (5.38)—(5.40) fiir die Ober-
flachenschicht, sowie dem Warmeleitungsproblem (5.24), (5.25) fiir den
Marsboden. Dieses gesamte Modell ist hochgradig nichtlinear, was die
numerische Behandlung erheblich erschwert. Die einzelnen Nichtlinea-
ritdten ergeben sich dabei

1. aus der Abhangigkeit der Produktionsterme S und B von u, v und
g,

2. durch die Abhéangigkeit der Diffusionskoeffizienten K,=Ky, K,
K. von E und ¢ in der Form K ~ E? /e,

3. durch den Produktionsterm cl%(S+B+) und den Zerfallsterm
2

e” .
e in (4.36e),

4. durch das nichtlineare Gleichungssystem (5.45), (5.47), (5.48) fiir
L, u, und H in der Oberflachenschicht,
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sowie

5. durch die Randbedingung (5.25) fiir das Warmeleitungsproblem
im Boden, wobei F,,; stark nichtlinear von 1" abhéngt — man den-
ke an den Term o7

Die gewichtigste dieser Nichtlinearitit diirfte dabei Nummer 2 sein,
da E und ¢ (und damit letztlich auch K) iiber viele Gro3enordnungen
variieren und K in den beiden Gleichungen (4.36d), (4.36¢) fiir £ und ¢,
wie auch in den restlichen Gleichungen des Systems (4.36) eine zentrale
Rolle spielt.

Nur wenn samtliche Nichtlinearitdten entfallen wiirden, erhielte
man beim Diskretisieren fiir ein implizites Verfahren ein lineares Glei-
chungssystem, das dann zwar diinn besetzt, wegen der Kopplung der
einzelnen Variablen untereinander aber nicht mehr tridiagonal wére,
sondern vielmehr eine kompliziertere Bandstruktur aufweisen wiirde.

Das explizite Verfahren

Umgekehrt ist es oft hilfreich, fiir nichtlineare Differentialgleichun-
gen ein explizites Verfahren zu wahlen (vgl. Seite 68 f.), da man dann
einen Zusammenhang zwischen u”*!, ..., ! und u”, ..., ” erhilt,
der zwar immer noch nichtlinear, aber bereits nach den unbekannten
Groflen aufgelost ist, so dal man sich die Losung eines sehr komple-
xen nichtlinearen Gleichungssystems erspart. Dem steht allerdings der
aullerst kleine Zeitschritt gegeniiber, den die in Abschnitt 5.1 diskutier-
te Courant-Bedingung fiir das explizite Verfahren erfordert.

Das Dufort-Frankel-Verfahren

Man konnte versucht sein, auf das Dufort-Frankel-Verfahren auszu-
weichen, ein explizites Verfahren, das auch noch die GréBen w1, ...,
¢"~1 vom vorherigen Zeitschritt benétigt und wie das Crank-Nicholson-
Verfahren von zweiter Ordnung in 6t ist. Obwohl es ein explizites Ver-
fahren ist, besitzt das Dufort-Frankel-Verfahren doch numerisch un-
bedingte Stabilitiat, das heift es gibt keine Schranke fiir ¢ in der Art
der Courant-Bedingung. Diese Kombination von positiven Eigenschaf-
ten klingt zu schon, um wahr zu sein, und in der Tat besitzt das Dufort-
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Frankel-Verfahren den einen grof3en Nachteil, daf} es die falschen Glei-
chungen 16st (vgl. Richtmyer und Morton, 1967). Angewandt mit dem
Zeitschritt 0t und der rdumlichen Gitterweite dz auf die parabolische

Gleichung

8 5?
a—;‘ — Ka_; (5.55)

liefert es die angenéherte Losung der hyperbolischen Gleichung

Ou (82u ot? 82u)

Bt T\ 922 822 o2 (5.56)

man erhélt also zuséatzlich zu den Diffusionsvorgéngen, an denen man
interessiert ist, auch noch Wellenphdnomene mit der Phasengeschwin-
digkeit c,n =d2/0t, die in expliziten Verfahren gleich der Ausbreitungs-
geschwindigkeit fiir Signale auf dem numerischen Gitter ist. Diese Zu-
satzeffekte lassen sich nur unterdriicken, indem man ¢ klein genug
wahlt, so dal} die diffusive Ausbreitung durch den endlichen Wert von
cph praktisch nicht behindert wird. Eine genauere Analyse fiihrt auf die

Abschéatzung
522

6t S — (5.57)

als Bedingung hierfiir — also gerade wieder die Courant-Bedingung.

Implizites Verfahren mit Newton-Raphson

Dergestalt gewinnt man mit dem Dufort-Frankel-Verfahren also nichts
dazu und wir miissen den Komplikationen ins Auge schauen, welche die
Losung des nichtlinearen Gleichungssystems aus dem impliziten Ver-
fahren mit sich bringt. Die entsprechenden Gleichungen, deren Form
sich von (5.20) ableitet, stellen ein nichtlineares Gleichungssystem in
den 5(N+1)+ (Nyou+1) ~ 400 Variablen ug ™’ v, ..., g%, o dar,
das man nun mit effektiven numerischen Methoden wie dem Newton-
Raphson-Verfahren 16sen konnte. Dabei ist aber zu beachten, dal3 die
zugehorige Jacobi-Matrix

n+1 n+1 n+1
0 (UO,...,N’ <& N> To,...,Nsoﬂ)

J = (5.58)

8 (ug,...,N’ Tt 83,...,N’ T(in,‘...,Nsoi])
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sehr diinn besetzt ist, da beispielsweise u; ja nur mit den 7 Variablen
Ukt1, Uk, Epy1, €411 verkntipft ist. Um nicht einen Faktor ~ 50 an Ef-
fektivitat zu verlieren (indem man statt der 8 realen Abhéngigkeiten
ca. 400 scheinbare beriicksichtigt) miiffite man diese Bandstruktur aus-
nutzen — wofiir durchaus bekannte Verfahren zur Verfiigung stehen
(Press et al., 1992) — und miif3te samtliche nicht verschwindende Ab-
leitungen in J berechnen. Zuséatzlich kompliziert sich dieses Bild noch
durch den Strahlungsflul, der seinerseits ja in einer komplexen Proze-
dur aus dem Temperaturprofil integral bestimmt wird (Abschnitt 3.2).

Das iterierte implizite Verfahren

Mit schlotternden Knien angesichts all dieser Komplikationen
und Fallstricke habe ich mich schlie8lich fiir ein wesentlich
iibersichtlicheres, wenn auch vielleicht letzten Endes numerisch nicht
optimales Verfahren entschieden, das ich hier iteriertes implizites Ver-
fahren nennen mochte, und das in Abbildung 5.2 schematisch darge-
stellt ist.

Die einfache Grundidee dieser Methode, bei der letzten Endes das
nichtlineare Gleichungssystem des impliziten Verfahrens fiir die Va-
riablen u"t!, ..., &"T! iterativ gelost wird, besteht darin, die diskre-
tisierten Gleichungen nacheinander fiir die einzelnen Variablen un-
ter der Annahme zu l6sen, alle anderen Variablen héitten einen festen
Wert. Man bestimmt also zum Beispiel u”t! aus dem Tridiagonalsy-
stem [vgl. (5.20)]

n+1 n+1 n+l
—Qp_ iUy + (1+ak_%+ﬂk+%)uk - 5k+%“k+1 -

ap_1up_y + (1—ak_%—ﬂk+%)UZ + Bryrups (5.59)
1
+ 3t (v 2 ~vgeo)

.. n—i—l 1 . ..
fiir feste Werte von K, 2 und v"*z. Aus diesen neuen Werten fiir 1!
(zusammen mit den Werten »" aus dem letzten Zeitschritt) berechnet
1 . .
man u"*2, welches dann zusammen mit dem bereits verwendeten Wer-

te K, % in die Gleichung

—Q_1v; + (1+ak_%+ﬂk+%)vk - ﬁk+%”k+1 -
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—r U
u, K — w
K — 0
u,v,K;e — FE
k u,v, K, E — ¢ J
Y
Ee - K
[
0 - T - F

ul,vl,ﬁl — L,’U,*,H
? U07/00790

H — Tsoil

Abbildung 5.2: Schematische Darstellung des Iterationszyklus beim «iterierten implizi-
ten Verfahren». Nur eine Auswahl der Abhédngigkeiten ist angegeben

O‘k—%v?—l + (1_ak_%—ﬂk+§>v;§ + ﬁk+%vi?+1 (5.60)
n-l—%
— 0t f-(u), > —Ugeo) ,

fiir v eingeht. Entsprechend geht man dann mit 8, £ und ¢ vor und kann
1
dann aus den neuen Werten von E*t! und ¢"*! den neuen Wert K, T2

berechnen, der beim nichsten Durchgang Verwendung finden wird.
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Zunichst ist jetzt aber die untere atmosphéarische Randbedingung
zu erfiillen. Hierzu benotigen wir die eben ermittelten Werte von uq, vy,
61, sowie den besten verfiigharen Wert von T (im allgemeinen der Wert
aus dem letzten Durchgang). Damit konnen wir aus (5.45), (5.47), (5.48)
die Parameter L, u, und H berechnen (auch das, wie in Abschnitt 5.4.1
erwahnt, iterativ) und daraus dann auch ug, v9 und 6y. Nun konnen
wir die diskretisierte Warmeleitungsgleichung (5.33) im Boden l6sen,
wobei der eben ermittelte Wert des konvektiven Warmeflusses H in die
Randbedingung (5.36) einflielt. Bevor der Zyklus sich nun wiederho-
len kann, miissen noch aus der Potentialtemperatur 6(z) zunachst die
atmosphérische Temperatur 7'(z), der Druck p(z) und die Dichte o(z)
berechnet werden, aus denen man dann, wie in Kapitel 3 ausgefiihrt,
den Strahlungsflul F' bestimmen kann. Nun beginnt ein neuer Durch-
gang durch das Schema, bei dem sich bessere® Werte fiir u"*1, ..., e"t!
ergeben werden, und so fort. Diese Iteration wird so lange fortgesetzt,
bis sich die neuen Werte hinreichend wenig von den jeweils vorausge-
henden unterscheiden, was in den Rechnungen, deren Ergebnisse in
den Kapiteln 7 und 8 dargestellt sind, etwa 15 Durchldufe erforderte.

5.5.1 Chaos

Wie bei den Ausfiihrungen zum «iterierten impliziten Verfahren» schon
angedeutet, hangt seine Anwendbarkeit vor allem von der Konvergenz
der Iteration ab. In der Form, wie das Verfahren bisher vorgestellt
wurde, ergaben sich in den konkreten Modellrechnungen immer wie-
der Probleme. Zwar schienen die Iterationsschritte unter Tagesbedin-
gungen im allgemeinen zu konvergieren, doch nachts machten die Va-
riablen oft heftige Spriinge, die haufig sogar zum Programmabbruch
fiihrten. Bei ndherem Hinsehen zeigte sich, dal auch unter Tagesbe-
dingungen, wenn die stark dissipativen Prozesse numerische Katastro-
phen weitgehend verhindern, nicht in jedem Zeitschritt wirklich Kon-
vergenz eintrat, was in Abbildung 5.3 zu sehen ist.

Dort ist im oberen Bild ein Ausschnitt aus der zeitlichen Entwick-
lung der Variablen u uber 9 Zeitschritte (entsprechend den neun ein-
zelnen Stufen im Diagramm) aufgetragen. Nach rechts ist dabei die

3Vorausgesetzt das Verfahren konvergiert, siehe auch Abschnitt 5.5.1
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8.85
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1080.0 1090.0 1100.0 1110.0

Abbildung 5.3: Zeitliche Entwicklung von ug iiber 9 Zeitschritte a 30 Iterationszyklen. (a)
Gesamtbild; (b) Ausschnitt mit konvergenter Iteration; (¢) Ausschnitt mit Oszillation

fortlaufend gezéahlte Iterationsnummer i aufgetragen, wobei ein Zeit-
schritt immer 30 Iterationsschritte umfallt. Scheinbar konvergiert die
Iteration in jedem Zeitschritt sehr schnell und ug erreicht schon fast
nach dem ersten Iterationszyklus ein Plateau. Dieses Bild bestatigt
sich, wenn man den Zeitschritt 871<:<901 stark vergroflert darstellt,
wie dies in Bild 5.3b zu sehen ist. Wahrend der Wert von v zu Beginn
des Zeitschrittes nach unten tiberschwingt, erreicht er danach rasch
monotone Konvergenz, die ab i=876 in guter Ndherung exponentiell
verlauft.

Vergrof3ert man aber statt des eben gezeigten Zeitschritts den von
t=1081 bis 1110, so sieht man (Abbildung 5.3c), da3, was vorhin wie
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ein Plateau aussah, hier in Wirklichkeit eine Oszillation mit zwar sehr
kleiner, aber konstanter Amplitude darstellt und wir es nicht mehr mit
einem Fixpunkt der Iteration zu tun haben wie in Bild 5.3b, sondern
mit einem zweipunktigen Attraktor. In einigen wenigen Fallen besal}
die Oszillation gar die Periode 4 (es lag also ein vierpunktiger Attrak-
tor vor), und schliefllich gab es Zeitschritte, in denen im Verlauf der
Iteration zwar die Abweichungen von einem Mittelwert relativ klein
blieben, aber andererseits keinerlei Periodizitit zu erkennen war — ein
Verhalten, das ich aus sogleich ndher auszufithrender Analogie einem
chaotischen Attraktor zuschreiben maochte.

In dieser Situation ist es naheliegend, den Zeitschritt §¢ in der Hoff-
nung zu verringern, daf3 damit die Iteration stabilisiert wird. In der
Tat kann man sich einfache Beispiele iiberlegen, in denen numerisches
Chaos bei der Diskretisierung von Differentialgleichungen auftritt, fir
hinreichend kleine Werte von 6t aber wieder verschwindet. Indessen
zeigte der Versuch, den Zeitschritt um bis zu zwei GroBlenordnungen
(auf weniger als eine Sekunde) zu reduzieren, nicht die gewiinschte
Wirkung, und das oszillierende und chaotische Verhalten traten unver-
drossen weiter auf.

Das Feigenbaum-Szenario

Insgesamt erinnert das Verhalten des iterierten Systems sehr an das
Feigenbaum-Szenario fiir den Ubergang vom geordneten Verhalten
zum deterministischen Chaos auf dem Weg der Periodenverdoppelung,
(May, 1976; Feigenbaum, 1978). Dabei wird (im einfachsten Beispiel)
das Verhalten der logistischen Funktion

o(z) =a-z(l-x) (5.61)
unter der Iteration
Tnt1 = @(xy) , 0<zp<1 (5.62)

in Abhéngigkeit vom Parameter «a € (1, 4] untersucht.
Fir 1<a<3 konvergiert {z,} gegen den Fixpunkt
1
Ty =1—— (5.63)

a
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von ¢. Im Intervall 3 < a <1++v/6~ 3.4495 oszilliert das System zwi-
schen den beiden Punkten

a+1 =+ +/(a—3)(a+1)
2x

1,2 = (564)
hin wund her. Dieser zweipunktige Attraktor macht fir
3.4495 <« <3.5441 einem vierpunktigen Platz, der dann in einer
weiteren Periodenverdoppelung von einem achtpunktigen abgelost
wird, und so fort, bis bei o ~ 3.5699 die Periode 2°° erreicht ist.

1.0

Abbildung 5.4: Feigenbaum-Diagramm. Es zeigt die Attraktoren der logistischen Iterati-
on in Abhéngigkeit vom Parameter «

In Abbildung 5.4 ist der Attraktor als Funktion von a gezeigt,
indem jeweils etwa 200 Punkte eingetragen sind, die nach langerer
Iteration durchlaufen werden. Man erkennt, daf3 im chaotischen Be-
reich 3.5699 < «a < 4 noch ein paar periodische Fenster und noch weite-
re Strukturen auftreten. Dieses ganze qualitative Verhalten und sogar
bestimmte quantitative Aussagen sind nicht auf die logistische Parabel
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beschrankt, sondern treten universell fiir eine grofle Klasse von Itera-
tionsfunktionen auf (Feigenbaum, 1978; 1979).

Nehmen wir nun — um diesen Exkurs in die Chaostheorie wieder
in einen (zugegebenermalflen sehr indirekten) Zusammenhang mit der
Marsatmosphéare zu stellen — an, daB3 die betrachtete Iteration mit
der logistischen Funktion ¢(z) vom Versuch herriihrt, dergestalt von
irgendeinem Startwert aus den Fixpunkt (5.63) von ¢ zu berechnen.
Fiir 1 < a < 3 wird dies auch funktionieren, und der «Gabelstiel» links
in Abbildung 5.4 stellt in der Tat ein Stiick der Kurve z = 1 -1/« dar.
Ab a =3 aber wird der Fixpunkt instabil, was man daran abliest, dal3
|’ (z4)| = |2—al groBer als 1 wird, und statt seiner erhalt man bei der
Iteration andere Werte, die auf irgendeiner der Verzweigungen oder im
anschlieenden chaotischen Bereich liegen. Damit ist in diesem Para-
meterbereich, so interessant er zweifellos fiir die Chaostheorie ist, das
einfache Iterationsschema (5.62) fiir die Gewinnung des Fixpunktes z.
unbrauchbar.

Auf der Suche nach abgednderten Iterationsvorschriften kann man
sich nun von der Beobachtung leiten lassen, daf} die Verzweigung bei
a=3 anndhernd symmetrisch verlauft, und der Mittelwert aus den bei-
den Punkten z; und z» des Attraktors in der Nadhe von a=3 eine
brauchbare erste Ndaherung fiir den Fixpunkt zu sein scheint. Dieser
Umstand legt es nahe, anstatt (5.62) die Iterationsvorschrift

- Tn + @Tn
ra = §(a) = Tt )

(5.65)
heranzuziehen, und es zeigt sich, daf3 sie die bescheidenen Hoffnungen,
von denen man sich leiten lie}, bei weitem tibertrifft. Nicht nur, daf3
fiir die neue Iterationsfunktion ¢ der Fixpunkt z, =1 — 1/a im ganzen
zulédssigen Parameterbereich wegen

3—«

13" (24)] = — <1 firl<a<4 (5.66)

stabil ist, er ist dariiber hinaus auch globaler Attraktor im Intervall
(0,1), es gibt also keinerlei Chaos mehr fiir (, sondern jeder Startwert
zwischen 0 und 1 fiihrt letztlich auf den Fixpunkt z.. Der bescheidene
Preis, den man dafiir zu zahlen hat, besteht darin, daf3 die Iteration mit
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@ im Intervall 1 < a < 2.5 langsamer konvergiert als die mit ¢, da dort
| ()] < |& ()] (5.67)

ist.

In voller Analogie zu dieser Vorgehensweise im Fall der logi-
stischen Funktion (5.61) habe ich nun das iterierte implizite Ver-
fahren abgewandelt, indem ich nach jedem Schritt den alten Wert
Var”t" der gerade zu berechnenden Variablen Var nicht durch die
Losung Var™!! des entsprechenden Gleichungssystems, sondern durch
(Var™ '+ Vard!)/2 ersetzt habe. Damit verschwand schlagartig der
GroBteil der Spriinge und Unregelméafigkeiten in den Rechnungen, und
nur nachts zeigten sich wahrend einiger Zeitschritte noch Reste davon.
Um auch diese zu beseitigen, erwies es sich als ausreichend, unter be-

stimmten Bedingungen in der Verallgemeinerung
¢(z) == (1-q)z + qp(z) (5.68)

von (5.65) das Gewicht von ¢ mit ¢ <1/2 noch weiter herabzusetzen,
was im allgemeinen die Zahl der benoétigten Iterationsschritte erhoht,
die genannten Probleme aber endgiiltig beseitigt.

Es sei noch angemerkt, daf} die chaotischen Effekte meines Erach-
tens ausschlie3lich numerischer Natur sind, was nicht zuletzt dadurch
belegt wird, daB sie durch eine Anderung des numerischen Verfah-
rens zum Verschwinden gebracht werden konnen. Dies ist nicht selbst-
verstiandlich, da in meteorologischen Systemen durchaus Chaos auftre-
ten kann, und eines der bekanntesten chaotischen Systeme — das Lo-
renzmodell (Lorenz, 1963) — urspriinglich durch die Modellierung ther-
mischer Konvektion in meteorologischen Anwendungen motiviert war.
Allerdings lassen weder der Grad der Stilisierung noch die ins chaoti-
sche Régime fiihrende Parameterwerte im Lorenzmodell noch irgendei-
ne meteorologische Interpretation der Ergebnisse zu.



Kapitel 6

Der Transport des Staubes

6.1 Dynamik

6.1.1 Bewegung in ruhiger Atmosphiire

Ein Staubteilchen, das in der ruhigen Atmosphéare sich selbst
uberlassen bleibt, wird in &ullerst kurzer Zeit eine konstante Ge-
schwindigkeit erreichen, die abwarts gerichtet ist, und bei der sich der
Stromungswiderstand Fgr und die Schwerkraft F; kompensieren. Nach
der Stokesschen Formel der Hydrodynamik ist fiir ein sphéarisches Teil-
chen

FR Stokes = —6mnru, (6.1)

wobei 1 die dynamische Viskositiat des Mediums (des atmosphérischen
Gases) ist, r der Radius des Teilchens und u seine Geschwindigkeit re-

lativ zum Medium. Da die Schwerkraft auf ein Teilchen der Dichte o4

durch

4
Fg = %ergg (6.2)

gegeben ist, folgt eine (negative, da nach unten gerichtete) Sinkge-
schwindigkeit von

2 gq gr’
e
die vom Druck unabhéngig ist, da n bei Gasen praktisch nicht vom
Druck abhangt.

(6.3)

Wsink (Stokes) —

93
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Die Stokessche Formel ist aber nicht universell giiltig, sondern
nur unter bestimmten Bedingungen. Die in der makroskopischen Welt
wichtigste Einschrankung ist die der kleinen Reynoldszahl (4.3), nach
der Re <0.5 gelten muf}, damit die Stokessche Formel anwendbar ist.
Atmosphérische Teilchen im Groéfenbereich r <10 um nehmen diese
Hiirde mit Bravour, da sie sowohl einen sehr kleinen Radius, als auch
eine kleine Fallgeschwindigkeit haben. Eine andere Einschréankung des
Giiltigkeitsbereichs von (6.1) spielt in der Erdatmosphére fiir sehr klei-
ne Partikel oder in grofen Hohen eine Rolle. Sie besteht darin, dafl auch
die Knudsen-Zahl

Kn := l;f <1, (6.4)
also die Mittlere Freie Wegldnge I; eines Gasmolekiils klein gegen den
Teilchenradius r sein muf}, da es sonst nicht mehr gerechtfertigt ist, das
Gas als Kontinuum zu betrachten, wodurch der Stromungswiderstand
stark reduziert wird.

Aus kinetischen Rechnungen folgt, dal im Fall groer Knudsen-

Zahlen statt der Stokes-Formel (6.1) die Chapman-Enskog-Formel

8 2kT
FRr,chEn = —597“2\/ 7:” u, (6.5)

gilt, wobei p die Gasdichte, m die Molekiilmasse und & die Boltzmann-
konstante bezeichnet.

Im Bereich mittlerer Knudsen-Zahlen ergibt sich, wie beispielswei-
se bei Pruppacher und Klett (1997) ausgefiihrt, aus Messungen ein
Korrekturfaktor (1 4+ aKn) zur Stokesschen Formel, was auf die Sink-
geschwindigkeit

2 gagr?
9 7
fiihrt. Dabei berechnet sich der nach Cunningham benannte Korrek-
turterm der Analyse von Davies (1945) zufolge aus

- (14 aKn) (6.6)

Wsink = —

1.1
a =1.257+ 0.400e Kn . (6.7)

Fir Kn— oo liefert der Korrekturterm (6.7) tatsachlich die
Chapman-Enskog-Formel, falls die Mittlere Freie Weglange gemal3

I := 1.702 - g, /kﬁT (6.8)
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berechnet wird. Aus (6.8) 143t sich mit Hilfe der Sutherlandschen For-
mel (siehe z. B. Schiller, 1931)

VT
’]7 = B— 5 (6.9)
1+ %
B —1.655.10-%__<8 C = 274K (6.10)
) msvK ’ '

fiir CO, die Mittlere Freie Wegliange und damit iiber die Knudsen-Zahl
fiir einen gegebenen Teilchenradius die Sinkgeschwindigkeit wgi, be-
stimmen.

50 I I I I I I
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Abbildung 6.1: Sinkgeschwindigkeiten in der Marsatmosphére fiir verschiedene Teil-
chenradien 7. Zugrundegelegt wurde eine Partikeldichte o4 =2400kg/m3, ein Ober-
flichendruck von 700 Pa und eine konstante atmosphérische Temperatur von 210 K

Abbildung 6.1 zeigt die dergestalt berechneten Sinkgeschwindigkei-
ten von Teilchen verschiedener Grof3e in Abhéngigkeit von der Hohe.
Die Linien verlaufen in der halblogarithmischen Darstellung fast gera-
de, was andeutet, daf} sich die Bewegung bereits im Chapman-Enskog-
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Régime abspielt, wo die Sinkgeschwindigkeit umgekehrt proportional
zum Druck ist und damit exponentiell mit der Héhe anwichst. Ahnliche
Rechnungen findet man auch bei Anderson (1967); allerdings geht er
von einer falschen Zusammensetzung der Atmosphére aus, so dal3 sei-
ne Zahlen hier nicht verwendet werden konnen.

50 T T T T T T
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Abbildung 6.2: Fallzeiten aus der Hohe z zur Oberfliche. Das Modell ist das selbe wie in
Abbildung 6.1.

In Abbildung 6.2 sind die zugehorigen Fallzeiten aus der Hohe z auf
die Oberflache als Funktion von z dargestellt. |wginx| wéachst so schnell
mit der Hohe, daf} die Fallzeit fiir z — oo einen endlichen Grenzwert be-
sitzt. Naturlich fallt ein Teilchen in realiter nicht in endlicher Zeit aus
dem Unendlichen auf die Oberflache, aber die Prozesse, die dies verhin-
dern (wie etwa das Abklingen der Schwerkraft mit wachsender Entfer-
nung vom Planeten oder die wachsende Relaxationszeit zum Erreichen
des Gleichgewichts zwischen Schwerkraft und Stromungswiderstand)
spielen in dem Hohenbereich, der in den Abbildungen 6.1 und 6.2 dar-
gestellt ist, noch keine Rolle.
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Alle soweit angegebenen Formeln und auch die Abbildungen 6.1 und
6.2 gelten zunachst nur fiir sphéarische Teilchen. Die Abweichungen
echter Aerosol-Teilchen von der Kugelform spielen aber fiir die Dyna-
mik des Staubes eine recht kleine Rolle (Davies, 1945; Horvath, 1979).

Abschlieflend halten wir fest, daf3 kleine Aerosolteilchen sich im-
mer mit der vertikalen Geschwindigkeit wg;n relativ zum umgebenden
Gas bewegen werden (die Relaxationszeiten zum Erreichen dieser Ge-
schwindigkeit sind extrem kurz), auch wenn dieses sich bewegt.

6.1.2 Bewegung in turbulenter Atmosphiire

Eines der Ziele der vorliegenden Arbeit ist es, die Dynamik einer Po-
pulation von Aerosolteilchen in das in Kapitel 5 beschriebene Modell
der Planetaren Grenzschicht einzubauen. Zu diesem Zweck definieren
wir zundchst das Mischungsverhaltnis ¢ des Staubes (oder einer Teil-
population desselben) als seinen Massenanteil in einem gegebenen at-
mosphérischen Volumen,

mq

q:= 3 (6.11)

Mges

wobei die Gesamtmasse des Volumens mges getrost mit der des atmo-
spharischen Gases gleichgesetzt werden kann, da die Werte von ¢ selbst
wihrend Staubstiirmen selten héher als 10~* sind. Die Massendichte
oae des Aerosols in der Atmosphédre — die nicht zu verwechseln ist mit
der um viele GroBlenordnungen hoheren Dichte o4 der einzelnen Parti-
kel — berechnet sich dann als das Produkt der «Staubigkeit» ¢ und der
Gasdichte p,

OAe =4 0. (6.12)

Da es in der Atmosphéare keine Quellen und Senken fiir die mar-
sianischen Staubpartikel gibt — die Kondensation von Wasser soll hier
ausdriicklich nicht betrachtet werden — gilt die Kontinuititsgleichung

0 .
_gth) +divjq =0. (6.13)
Dabei beinhaltet die Massenstromdichte jq4 des Staubes sowohl Mitbe-

wegungen mit dem und Driftbewegungen relativ zum atmosphérischen
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Gas, als auch turbulente Diffusion. Wenn wir fiir den Moment ein-
mal von turbulenten Effekten absehen — diese werden anschlief3end
in Analogie zu den K-¢-Gleichungen formuliert — konnen wir fiir eine
Population identischer Staubteilchen, die sich mit dem Geschwindig-
keitsfeld v bewegt, die Kontinuitatsgleichung auch in der Form

9(q0)
ot
schreiben. Nach der Produktregel ist

9(q0) _ 8q do
T at+ 5t (6.15)

und der letzte Term 148t sich mit der Kontinuitatsgleichung fiir das Gas

+divgov =0 (6.14)

% + div ou = 0 (6.16)

durch die Divergenz des Gasflusses gu ausdriicken. Dabei sind u und v
im allgemeinen nicht gleich, sondern unterscheiden sich um die Drift-
geschwindigkeit der Staubteilchen relativ zum Gas, in unserem Fall
also um die vertikale Geschwindigkeit wg;,.

Das Ergebnis dieser Manipulationen lautet

94 +vgradq + 9 div o(v—u) =0 (6.17)
ot 0
und 146t sich mit Hilfe der konvektiven Ableitung
dg  Oq
7 = 5 +ugradgq (6.18)
auch in der Form
% + (v—u)gradq + 2 div o(v—u) =0 (6.19)
0

darstellen, die nur noch die Relativgeschwindigkeit v—u der Teilchen
zum Gas enthalt.
Fir die eindimensionale Atmosphére, um die es hier geht, nimmt

(6.19) die Form

dq 0q  q 0(owsink) _
dt + wsmka + 0 82 =0 (620)
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an. Da die konvektive Ableitung (6.18) mit der Geschwindigkeit u des
Gases anstatt der Teilchengeschwindigkeit gebildet wurde, beschreibt
dq/dt (6.20) die Anderung der «Staubigkeit» ¢ fiir einen Beobachter, der
die vertikale Bewegung der Atmosphére mitmacht.

Wie in Abschnitt 4.4.2 diskutiert wurde, werden die hoheren Atmo-
sphiarenschichten in der ersten Tageshalfte von den sich erwdrmenden
tieferliegenden Schichten angehoben und sinken abends wieder
ab. Dabei ist die vertikale atmosphéarische Geschwindigkeit in der
Grofenordnung 1 cm/s und damit fiir Teilchen der Gréofle <1 pm grofler
als |wgink|. Betrachten wir nun eine atmosphéarische Schicht, die die-
sen Tageshub mitmacht und die Staub enthalt, der sich [wie man bei-
spielsweise an (6.20) ablesen kann] relativ zu dieser Schicht immer mit
wsink Nach unten bewegt. Im ortsfesten Bezugssystem fiihren die Staub-
teilchen eine oszillierende Bewegung aus, die im wesentlichen der at-
mosphéarischen Bewegung folgt. Da diese vertikale Bewegung aber —
wie auch die ganze Dynamik der Planetaren Grenzschicht — in guter
Naherung periodisch ist, befindet sich die Gasschicht nach Ablauf eines
Marstages wieder auf der gleichen Hohe z, wihrend der Staub tiefer
gesunken ist, und zwar ziemlich genau um die gleiche Lange [, die
er auch zuriickgelegt hatte, wenn die atmosphérische Schicht sich den
ganzen Tag lang tiberhaupt nicht bewegt hétte.

Aus diesem Grund, und da der relative Tageshub der Atmosphére
klein (< 4%) ist, konnen wir in guter Ndherung in (6.20) die konvekti-
ve Ableitung durch die «ortsfeste» partielle Ableitung ersetzen, obwohl
|wsink | € |Watm|, ist und erhalten damit

dq 9q | q O(0Wsink)

T I P
In dieser Gleichung fiir den Staubtransport taucht die atmosphaérische
Vertikalgeschwindigkeit nicht mehr auf, was nicht nur zu der hier ver-
wendeten Form (4.36) der K-c-Gleichungen palit, sondern vor allem das
Problem entschéarft, dal die numerisch berechneten Werte von wgim
nicht notwendigerweise die Bedingung

=0. (6.21)

to+1[d]
0z = / Watm dt = 0 (6.22)

to
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der Periodizitat erfiillen. Denn wenn eine numerische Drift §z, die klein
gegen w,im, aber grofl gegen wyg;,y ist, sich der physikalischen Dynamik
uberlagert, kann sie das qualitative Verhalten vollig verdandern.

Wenn wir nun turbulente Diffusion wieder zulassen und nach Con-
rath (1975) durch den Term

%%(QKQ%) (6.23)

in (6.21) eintragen — was in Analogie zur Behandlung anderer passiver
Beimengungen wie vor allem Wasserdampf steht (siehe z. B. Duynkerke
und Driedonks, 1987) — so erhalten wir als K-e-Transportgleichung fiir
die «Staubigkeit» ¢q die Beziehung

Og _ 19 ¢ o 0¢\_ 9q  q0(eWsink)
ot 0z (QKq 8,2) Wsink 0z o 0Oz ) (6.24)

Dabei ist zu beachten, dall wgn negativ ist; der turbulente Diffusions-
koeffizient K, wird, wiederum in Anlehnung an die Behandlung von
Wasser, gleich K, gesetzt,

E2
Ky =Ku=Ky=c,—, (6.25)

vgl. (4.37).

6.2 Transport in der Oberflichenschicht

In der Oberflachenschicht beschreiben wir den Staubtransport mit der
Ahnlichkeitstheorie nach Monin und Obuchov. Zunéchst ist der turbu-
lente Staubflull ¢4 (also die Massenstromdichte fiir den Staub) durch

pa = ow'q, (6.26)

gegeben, wobei ¢’ den fluktuierenden Anteil des Staub-Mischungs-
verhiltnisses ¢ bezeichnet. Die Ahnlichkeitsbeziehung zwischen dem



6.3 Die numerische Behandlung des Staubtransports 101

Staubflufl und dem Gradienten von ¢ lautet dann in Analogie zu (4.25),
(4.26)

Og _ _w'q ¢d(3) . (6.27)

0z KUy 2 L

Die universelle Funktion ¢4 sollte fiir alle passiven Beimengungen die
selbe sein und wird hier, wie das fiir Wasserdampf tblich ist (Etling,
1987), gleich ¢;, gesetzt; die funktionale Abhangigkeit ist in Abschnitt
4.3 angegeben.

6.3 Die numerische Behandlung des Staub-
transports

Die numerische Behandlung des Staubtransports geschieht weitgehend
analog zu den Ausfiihrungen in Kapitel 5. Da der Staub im betrach-
teten Modell in der Planetaren Grenzschicht nur eine passive Rolle
spielt, und aullerdem sowohl die Transportgleichung (6.24), als auch
(wie sich unten zeigen wird) die untere Randbedingung fiir ¢ line-
ar sind, braucht die diskretisierte Gleichung fiir ¢ nicht in die Ite-
rationsschleife miteinbezogen zu werden. Vielmehr wird sie nur ein-
mal pro Zeitschritt nach der Absolvierung der Iteration gelost, was
den zusitzlichen numerischen Aufwand durch die Hinzunahme eini-
ger (verschieden feinkorniger) Staubpopulationen unwesentlich wer-
den 14ft.

Durch die beiden letzten Terme — sogenannte Advektionsterme —
hat Gleichung (6.24) nun nicht mehr den Charakter einer rein para-
bolischen Differentialgleichung; bei Abwesenheit turbulenter Diffusion
wird sie gar zur eindeutig hyperbolischen® Gleichung (6.21). Wie es bei
hyperbolischen Gleichungen tiblich ist, diskretisieren wir die Advekti-

1Manche Lehrbiicher (z.B. Hoffman, 1992) unterscheiden zwischen Ayperbolischen
Differentialgleichungen, die vom Typ der Wellengleichung sind und konvektiven Glei-
chungen, die nur einen Advektionsterm wie Gleichung (6.21) besitzen, und Signalaus-
breitung nur in eine Richtung beinhalten. Da es hier in erster Linie nur um den prinzi-
piellen Unterschied zwischen Diffusions- und Transportgleichungen geht, setze ich mich
uber diese Differenzierung hinweg.
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onsterme explizit, also geméal

upt! — nli —dr g (QWsink) iy — (OWsink) R
———=% =[..] — (Wgink) p ——— — 2 :
ot 0z oy 0z
(6.28)
Dabei steht [...] fiir den turbulenten Diffusionsterm, der genau wie

bei den anderen Variablen behandelt wird (Abschnitt 5.2), und fir das
nichtdquidistante Gitter in unserem Modell ist 2z = 2}, (fiir 6( =1). Es
ist keine Konsistenzverletzung, wenn wir den Diffusionsterm implizit,
die Advektionsterme aber explizit diskretisieren, da ihnen ja vollig ver-
schiedene physikalische Prozesse zugrundeliegen, die unabhéngig von-
einander wirken sollen.

Im Schema (6.28) wurde die erste raumliche Ableitung mit dem Aus-
druck erster Ordnung (in §z)

dq

9 ., 1 7k (6.29)
0z

0z

Zk
diskretisiert, anstatt die Diskretisierung

0

, dk+1 — 4k-1 (6.30)
0z

20z

Zk

zu wéhlen, die von zweiter Ordnung in 6z ware. Der Grund liegt dar-
in, daf} das Schema sonst bei schwacher Diffusion (also etwa nachts,
wenn K, sehr klein wird) unbedingt instabil, also auch bei beliebig
kleinem Zeitschritt unbrauchbar ist (siehe etwa Hoffman, 1992; Press
et al., 1992). Dem laf3t sich auf verschiedene Art und Weise abhel-
fen, wobei eine einfache und robuste Losung im sogenannten Upwind-
Verfahren besteht, das gerade durch die Gleichung (6.30) gegeben
ist. Dabei macht man Gebrauch von der Tatsache, dal sich Signa-
le advektiv nur nach unten ausbreiten, da stets wg, <0 ist. Das
Upwind-Schema ist fiir eine reine Advektionsgleichung stabil, wenn die
Courant-Bedingung erfiillt ist, die nun

0t < min (6.31)

|wsink |

lautet. Eine einfache Stabilitatsanalyse zeigt, daf3 das kombinierte nu-
merische Schema, das man erhélt, wenn man den Diffusionsterm im-
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plizit und die Advektionsterme nach dem Upwind-Schema explizit dis-
kretisiert, numerisch stabil ist, falls nur die Courant-Bedingung (6.31)
erfiillt ist. In den hier vorgestellten Modellrechnungen ist das bei ei-
nem Zeitschritt von 30 s fiir Teilchenradien r < 10 um stets der Fall, und
somit stellt (6.31) keine zuséatzliche Einschrankung des von anderen
Prozessen bestimmten Zeitschritts dar.

Die untere Randbedingung ergibt sich in Analogie zur Vorgehens-
weise in Abschnitt 5.4.1 durch Gleichsetzen der Werte von ¢4, welche
K-e-Theorie und Monin-Obuchov-Theorie fiir das Niveau z1 liefern.
Integration der Gleichung (6.27) von der Rauhigkeitslange hy bis zur
Hohe z; fiihrt auf

w'q’ 20 ho)
= - —, — 6.32
a(z0) = ——xa( T 7 ) - (6.32)
wobei X4 in Analogie zu (5.37) definiert ist und in praxi mit x; identisch
ist. Nun konnen wir w’q’ aus den diskretisierten K-e-Gleichungen be-

rechnen,

d1 — qo (6.33)

und erhalten aus der Kombination von (6.32) und (6.33) die gesuchte
Randbedingung

(1 R )qo R (6.34)
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Kapitel 7

Ergebnisse
I. Die Planetare Grenzschicht

Im vorliegenden Kapitel werden die Ergebnisse der Modellrechnun-
gen beziiglich der Planetaren Grenzschicht beschrieben. Dabei wird der
Staub als optisch aktive Beimischung zum Atmosphéirengas ohne eige-
ne Dynamik betrachtet. Die Dynamik von Staubpopulationen verschie-
dener Teilchenradien wird Thema von Kapitel 8 sein.

Alle Einheiten sind, sofern nicht angegeben, SI-Einheiten — mit ei-
ner Ausnahme: Als Zeiteinheit verwende ich marsianische Tage (zu 24
[irdischen] Stunden und 39 [irdischen] Minuten), marsianische Stun-
den (definiert als 1/24 Marstag), Minuten und Sekunden (die in na-
heliegender Weise definiert sind). Das bietet sich bei der 4hnlichen Ta-
gesldnge von Mars und Erde an und macht die dargestellten Ergebnisse
anschaulicher. Dartiberhinaus sind alle angegebenen Zeiten lokale Ta-
geszeiten, die Sonne kulminiert also plinktlich um 12:00 Uhr mittags.

7.1 Modellbeschreibung

Die Parameter des Modells sind weitgehend an dem Modell von Haberle
(Haberle et al., 1993; Zent et al., 1993) orientiert, in welchem die Pla-
netare Grenzschicht des Mars iiber dem Landeplatz von Viking-1 nach
der Landung der Sonde (im spidten Nordsommer) simuliert wird. Dies
ist eine ruhige Jahreszeit, und die weitere Umgebung des Landeplatzes

105
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scheint hinreichend gleichformig zu sein, so dall ideale Bedingungen fiir
ein eindimensionales Modell der Planetaren Grenzschicht vorliegen.

Parameter Wert

Zahl der Gitterpunkte 100 (Atmosphére)
20 (Boden)

Oberflachendruck 730 Pa
Areographische Léange 23°N
Jahreszeit Ls=110°(Spatsommer)
Visuelle optische Tiefe 0.35
Oberflachenalbedo 0.32
Thermische Trigheit 215 J/(m*K/s)
Warmeleitfahigkeit im Boden 0.043m/(mK)
Rauhigkeitslange 0.01m
Geostrophische Windgeschwindigkeit 10m/s
Numerischer Zeitschritt 30s

Tabelle 7.1: Die verwendeten Modellparameter

Einige zentrale Begriffe seien hier noch einmal kurz zusammen-
gefal3t. Die Oberflichenschicht ist die Schicht in Oberflachennéhe, in
der sich die turbulenten Fliisse von Energie und Impuls nicht merk-
lich dndern, sie ist typischerweise etwa 100m dick. Die konvekti-
ve [ turbulente | durchmischte Schicht existiert (in erster Ndherung)
nur tagsiiber und verdndert ihre Hohe stark im Lauf des Tages. Die
Planetare Grenzschicht schlie8lich umfaflt den ganzen Bereich der (un-
teren) Atmosphaére, der irgendwann im Laufe des Tages turbulent wird
und hat eine feste Hohe von (in den vorliegenden Rechnungen) knapp
4 km.

7.2 Ergebnisse

7.2.1 Gitter und Temperatur im Boden

Abbildung 7.1 zeigt die beiden numerischen Gitter, die in der Atmo-
sphéare und im Boden verwandt wurden. Eingezeichnet ist neben den
Gitterniveaus auch der Verlauf der Funktionen z(¢), mit deren Hilfe ein
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aquidistantes Gitter (; auf das jeweilige stark nichtaquidistante Gitter
abgebildet wurde (vgl. Abschnitt 5.2). In beiden Fallen wurde fiir die
Funktion z(() ein Hyperbelsinus gewéhlt, der den Vorteil hat, fiir klei-
nes Argument linear, fiir groes hingegen exponentiell zu verlaufen.
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Abbildung 7.1: Die numerischen Gitter in der Atmosphére (links) und im Boden (rechts)

Als Einheit fiir die Tiefe wurde im Bodengitter die thermische

Tages-Skintiefe
A2
ddiurn — 7 ﬁ 5 (71)

also die Eindringtiefe der thermischen Welle mit der Kreisfrequenz
1=27/1so0l in ein Medium der Warmeleitfdhigkeit A und der Ther-
mischen Tragheit I gewahlt, da eine absolute Langenskalierung wie
friher angemerkt, nicht unbedingt sinnvoll ist; mit den angegebenen
Werten ergibt sich dgjurm ~3.3cm. Man sieht, dal sich der Abstand
zwischen den Niveaus in beiden Gittern stark verandert: im atmo-
spharischen Gitter von 6.4 m auf fast 1900 m und im Gitter fiir den Bo-
den von 0.018 Einheiten auf 0.45.
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Das numerische Modell wurde zunédchst mit einigermallen
willkiirlichen Anfangsbedingungen gestartet und erreichte nach drei
simulierten Tagen anndhernd einen sich periodisch widerholenden Zu-
stand. Der nach zehn Tagen gemachte «Schnappschul3» aller Variablen
diente als Anfangsbedingung fiir alle weiteren Rechnungen.

Abbildung 7.2 zeigt die zeitliche Variation des Temperaturverlaufs
im Boden. Man erkennt deutlich, wie die von den Tagesschwankungen
der Temperatur verursachte thermische Welle nach unten lauft, dabei
aber stark gedampft wird.

Tag
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Abbildung 7.2: Ausbreitung der thermischen Tageswelle im Boden. Links: tagsiiber,
rechts: nachts

Die Entwicklung der Oberflaichentemperatur im Verlauf eines Ta-
ges ist in Abbildung 7.3 dargestellt. Die Ubereinstimmung mit den
Temperaturwerten, die Kieffer (1976) aus Infrarotbeobachtungen der
Viking-Satelliten fiir etwa die gleiche Zeit bestimmt hat, ist ausge-
zeichnet. Das ist auch nicht besonders verwunderlich, da die Ober-
flaichentemperatur zu den Parametern gehort, die am wenigsten auf
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Details des Modells reagieren. Da der turbulente Warmestrom H durch
die Atmosphéare nur etwa 4 % der eingespeisten Sonnenstrahlung be-
tragt, wird die Oberflachentemperatur in guter Ndaherung durch das
Gleichgewicht zwischen Einstrahlung, Warmepufferung durch den Bo-
den, und Infrarotemission der Oberfliche bestimmt. Damit spielen
die Einzelheiten der atmosphérischen Prozesse nur eine kleine Rolle,
und abweichende Ergebnisse erhilt man nur, wenn man andere Ober-
flichenparameter betrachtet. Daher stimmen unsere Ergebnisse auch
gut mit denen von Zent et al. (1993) liberein, von denen ja die meisten
Parameter iibernommen sind, wahrend sich im Modell von Savijarvi
(1995), der eine hohere Thermische Tragheit annimmt, eine etwas ge-
ringere Tagesamplitude des Temperaturverlaufs ergibt.
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Abbildung 7.3: Variation der Oberflaichentemperatur iiber einen Tag. Durchgezogene Li-
nie: Ergebnisse der Modellrechnungen; Rauten: Oberflichentemperaturen nach Kieffer
(1976)
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7.2.2 Die Parameter der Oberflichenschicht

Abbildung 7.4a-c zeigt die Entwicklung der Groflen H, L, u,, welche
die Oberflachenschicht charakterisieren (siehe Abschnitt 4.3). Der kon-
vektive Warmeflull ist nachts gering und verlauft tagsiiber im we-
sentlichen proportional zur Sonneneinstrahlung (die gestrichelte Li-
nie in Abbildung 7.4d). Bei genauerem Hinschauen fallen die negati-
ven Werte auf, die H in den friihen Morgen- und spiaten Abendstun-
den annimmt. Sie kommen dadurch zustande, dal die Geschwindig-
keitsscherung in Oberflachennéhe auch bei leicht stabil geschichteter
Atmosphéare Turbulenz hervorruft, so dal Warmetransport auch dann
stattfindet, wenn die Oberflache noch (oder wieder) etwas kélter ist als
die dariiberliegenden Atmosphérenschichten. Der Effekt ist am Abend
noch ausgepragter, da dann zusatzlich noch Restturbulenz vom Tag
ubrig ist, die erst allméahlich zerfillt (siehe auch Bild 7.14).
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Abbildung 7.4: Zeitliche Variation von Parametern der Oberflichenschicht und der
Grenzschichthéhe. (a) Turbulenter Warmeflul H; (b) Monin-Obuchov-Lange L; (¢) Rei-
bungsgeschwindigkeit u«; (d) Hohe der Planetaren Grenzschicht (durchgezogene Linie)
und Sonneneinstrahlung (gestrichelte Linie)
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Zum Vergleich ist in Abbildung 7.5 der zeitliche Verlauf von H auf-
getragen, wie er von Sutton et al. (1978) aus Messungen der Viking-
Sonden bestimmt wurde — allerdings in einem recht indirekten Ver-
fahren, so dal} sie fiir die Werte von H einen Meffehler von minde-
stens 20-50 % angeben. Im Rahmen dieses systematischen Fehlers ist
die Ubereinstimmung zwischen der Kurve in Bild 7.4a und der gestri-
chelten Linie in Bild 7.5 zufriedenstellend.
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Abbildung 7.5: Turbulenter Warmeflu3 H als Funktion der Tageszeit nach Sutton et al.
(1978). Die durchgezogene Linie ist fiir eine Rauhigkeitsldnge ho = 0.1 cm, die gestrichel-
te Linie fiir den auch in unserem Modell gebrauchten Wert hg =1 cm

Abbildung 7.4b zeigt die Entwicklung der Monin-Obuchov-Lénge.
Hier kénnte man von Ubereinstimmung mit den von Sutton et al.
(1978) ermittelten Werten (siehe Abbildung 7.6) nur dann sprechen,
wenn man eine der Graphiken umskalieren wiirde, da das Tages-
maximum bei (Sutton et al., 1978) einen Wert von ca. —3m/s an-
nimmt, wiahrend es laut unseren Modellrechnungen einen Wert von
etwa —25m/s annimmt.

Mit einem anderen Verfahren, aber ebenfalls aus den Viking-Daten
haben Tillman et al. (1994) die Monin-Obuchov-Léange bestimmt. Thre
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Abbildung 7.6: Monin-Obuchov-Linge nach Sutton et al. (1978). Durchgezogene Linie:
ho = 0.1 cm; gestrichelte Linie: hg = 1 cm, wie auch in unseren Modellrechnungen

Ergebnisse sind in Abbildung 7.7 dargestellt und unterscheiden sich
im Tagesmaximum um mindestens eine GroBlenordnung von den in
Abbildung 7.6 dargestellten, was die Autoren nicht daran hindert zu
schreiben «The order of magnitude is like that found by Sutton et
al. (1978)...» Zusammenfassend kann man festhalten, daf3 unsere Er-
gebnisse fiir die Monin-Obuchov-Léange zwischen den Messungen von
Sutton et al. (1978) und denen von Tillman et al. (1994) liegen und in
diesem Sinn den (offenbar sehr unklaren) Beobachtungen so wenig wie
moglich widersprechen.

Die Reibungsgeschwindigkeit ist in Abbildung 7.4c dargestellt. Sie
stimmt von der Grof3enordnung her gut mit den in Bild 7.8 gezeigten
MefB3werten von Sutton et al. (1978) iiberein — was nicht im eben zi-
tierten Sinn zu verstehen ist — auch wenn der genaue Verlauf etwas
anders ist.

Abbildung 7.4d zeigt die Sonneneinstrahlung an der Oberfliche —
genauer gesagt, den visuellen Strahlungsfluf}, der von der Oberfldche
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